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Käesoleva valikkursuse neljandas osas „Majanduses kasutatavaid funktsioone“ tutvuti mudeli mõistega ja vaadeldi erinevaid majanduses kasutatavaid funktsioone: nõudlusfunktsioon, kulu- ja tulufunktsioon, kasumifunktsioon. Viiendas osas „Optimeerimisülesanded majanduses“ vaadeldi neid funktsioone sisaldavate optimeerimisülesannete lahendamist. Enamikes näidetes ja ülesannetes oli funktsiooni matemaatiline kuju ette antud. Võis tekkida küsimus,  kuskohast need optimeerimist vajavad matemaatilised funktsioonid tulevad.  Reaalses maailmas ringi liikudes ei näe me ju kuskil muutujaid ega võrrandeid. Järgnevaga püüame anda nõuandeid, kuidas luua seos reaalse maailma ja muutujaid, võrrandeid ning funktsioone sisaldava abstraktse maailma vahel.
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Objektiivse reaalsuse loogilis-abstraktne tunnetamine mõistete ja kujundite alusel on lihtsamalt öeldes mõtlemine. Matemaatilise mõtlemise korral kasutatakse matemaatilisi mõisteid ehk matemaatika keelt. Matemaatiline modelleerimine on mingi reaalses elus esineva situatsiooni „tõlkimine“ matemaatika keelde. Matemaatiliste mudelite koostamisel liigutakse reaalsest maailmast matemaatika mõistete abstraktsesse maailma, mudeli loomiseks kasutatakse funktsioone ja võrrandeid ning mõnikord nimetatakse neid ka analüütilisteks mudeliteks. Seejärel mudelit analüüsitakse, otsitakse lahendeid, optimeeritakse jne, milleks kasutatakse mitmesugust matemaatilist aparatuuri. On hulgaliselt näiteid, kus väga keerukate probleemide lahendamiseks saab hakkama väga lihtsa matemaatikaga, kuid üldiselt probleemi keerukuse suurenemisel suureneb ka kasutatava matemaatilise aparatuuri keerukus. Saadud tulemustega minnakse tagasi reaalsesse maailma ning matemaatilist lahendit kasutatakse meid huvitava reaalse probleemi lahenduse formuleerimiseks. Viimast etappi nimetatakse mudeli tõlgendamiseks.

Esimeses alapeatükis tutvume matemaatilise mudeli koostisosadega ning mudelite liigitusega. Modelleerimisoskus tähendab ka oskust töötada matemaatilise mudeliga, seepärast  vaadeldakse teises ja kolmandas alapeatükis  mõningaid tüüpilisi mittelineaarseid mudeleid, mida majandus​nähtuste analüüsimisel tihti kasutatakse. Kokkuvõtlik ülevaade modelleerimisel kasutatavatest matemaatilistest funktsioonidest  ja nende graafikutest on esitatud neljandas alapeatükis. Viiendas alapeatükis on toodud hulgaliselt näiteid ja ülesandeid mudelite koostamise kohta, samuti antakse mõningaid soovitusi. Mudelite koostamise kohta pole olemas põhjalikku teooriat, mida õppida, on vaid mõningad põhiprintsiibid. Lõpus on toodud ka mõned reaalsest elust võetud probleemid, mis tuleb formuleerida matemaatilise mudelina. Kuna modelleerimine nõuab tihti meeskonnatööd, siis on soovitav analüüsida neid probleeme mitmekesi. Viimases ala​peatükis vaadeldakse üht modelleerimisel sagedasti kasutatavat andmeanalüüsimeetodit – regressioonanalüüsi – mis võimaldab määrata mudelites esinevate konstantide arvväärtusi ja on abiks ka mudeli kuju testimisel. Kuna regressioonanalüüs nõuab mahukaid arvutusi ja teatud juhtudel on ilma arvuti abita seda praktiliselt võimatu teostada, siis antakse näpunäiteid regressioon​analüüsi läbiviimiseks programmis Excel.

1. Mudelite struktuur ja liigitus

Kõige lihtsam matemaatiline mudel on lineaarne mudel
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Lineaarne mudel sisaldab kaht muutujat: x ja y ning kaht konstanti: a ja b. Muutuja y on sõltuv muutuja ja x sõltumatu muutuja ehk argument. Mudelis esinevaid konstante nimetatakse mudeli parameetriteks. Keerulisemates mudelites võib parameetreid olla rohkem. Näiteks paraboolses mudelis 
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on kolm parameetrit: a, b ja c. Kui mudeli parameetritele pole arvväärtusi omistatud, on meil antud mudeli üldkuju. Valem 
(7.1.2)

 on paraboolse mudeli üldkuju. Mudeli üldkuju kirjapanekul võib nii muutujate kui ka parameetrite tähistamiseks kasutada erinevaid tähti ja muutujate eristamiseks lisatakse sõltuvale muutujale sulgudes argumendi tähis. Näiteks avaldisest (7.1.1)

 on lineaarse mudeli üldkuju,  GOTOBUTTON ZEqnNum499675  \* MERGEFORMAT  ei selgu, mis on muutujad ja mis on konstandid. Aga 
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 ütleb seda kohe.

Kui omistame lineaarse mudeli 
(7.1.1)

 parameetritele mingid arvväärtused, näiteks  GOTOBUTTON ZEqnNum499675  \* MERGEFORMAT  ja 
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, saame ühe konkreetse sirge 
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. Mudeli konkreetne kuju saadakse mudeli üldkujust, kui on määratud parameetrite arvväärtused. Modelleerimisel on üpris tavaline, et algul määratakse kindlaks mudeli üldkuju. Seejärel, kasutades vaatluse või eksperimendi teel saadud arvandmeid, leitakse mudeli parameetrite arvväärtused ja pannakse kirja mudeli konkreetne kuju.

Muutujad, parameetrid ja nendevahelised seosed määravad ära matemaatilise mudeli struktuuri. Järgnevalt vaatame kahte näidet.

Näide 7.1.1. Lihtintress.

Härral X investeeris 1200 eurot fondi, mille aastane intressimäär on 9%. Kui suur on investeeringu väärtus ühe aasta pärast?

Lahendus.

Võtame kasutusele tähistused ja paneme kirja algandmed:

investeeritud summa 
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investeeringu väärtus aasta pärast S=?

Valem investeeringu väärtuse arvutamiseks
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Arvutame
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Vastus: Aasta pärast on investeeringu väärtus 1635 eurot. #

Näide 7.1.2. Toodangumahu kasv.

Aasta algul oli tehase toodang 1500 toodet kuus. Uue tehnoloogia kasutuselevõtt suurendab tootlikkust 9%. Kui suur on kuu toodang peale tehnoloogia uuendamist?

Lahendus.

Võtame kasutusele tähistused ja paneme kirja algandmed:

esialgne tootmismaht 
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Valem uue tootmismahu arvutamiseks
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Arvutame
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Vastus: Aasta pärast on tootmismaht 1635 toodet kuus. #

Toodud näidetes on mudeli matemaatiline kuju ehk struktuur ühesugune. Ühesugused on ka mudelites kasutatavate suuruste arvväärtused. Erinev on aga mudelite poolt kirjeldatav situatsioon ehk kontekst. Mudeli tõlgendamine tähendab matemaatilise mudeli analüüsimisel saadud tulemuste viimist vastava probleemi konteksti. Näidetes 7.1.1 ja 7.1.2 on selle jaoks kirja pandud vastus.

Matemaatiliste meetodite kasutamine mudeli analüüsimiseks ei sõltu kontekstist ja seepärast ongi matemaatika võimas uurimisvahend. Kui me oskame mingi konkreetse struktuuriga matemaatilist mudelit analüüsida, siis tulemused on tihti rakendatavad paljudes erinevates vald​kondades: majanduses, füüsikas, keemias, bioloogias. Ka filoloogia ja psühholoogia ei saa tänapäeval ilma matemaatiliste mudeliteta hakkama.

Teoreetilised mudelid on mõeldud majandusteooria seisukohtade formuleerimiseks ja nende kehtivuse kontrollimiseks, kasutades mitmesuguseid arvandmeid. Nii nagu loodusteadustes kasutatakse teooria õigsuse kontrollimiseks eksperimendi teel saadud arvandmeid, on ka majandusuuringutes vaja veenduda, kas teooria poolt pakutu leiab praktikas kinnitust. Majandusteoreetiliste mudelite kontrollimiseks pole aga võimalik kasutada eksperimenti, seal kasutatakse vaatlusandmeid. Teoreetilised mudelid võivad kirjeldada, kuidas intresside muutus mõjutab majanduskasvu või kuidas on omavahel seotud inflatsioon ja tööpuudus. Rakenduslikud mudelid võimaldavad formuleerida soovitusi praktiliseks tegevuseks: ettevõtte kulude minimeerimine, tootmise või müügitegevuse planeerimine, laenukulude prognoosimine. Selles kursuses tegeleme põhiliselt just rakenduslike mudelitega.

Staatilised mudelid ei sisalda muutujana aega. Näitena võib tuua lineaarse nõudlusfunktsiooni, mis kirjeldab seost nõutava koguse q ja hinna p vahel: 
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. Nii p kui ka q on siin muutujad, mis omavad muutuvaid numbrilisi väärtusi.  Kuid nõudlusfunktsiooni uurides pole oluline, kas hind ja nõutav kogus omandavad erinevaid väärtusi ühes ja samas linnas eri ajahetkedel või erinevates linnades samal ajahetkel. Füüsikas on mehaanika osa, staatika, mis uurib, kehade tasakaalu tingimusi. Ka majanduses kirjeldavad staatilised mudelid hästi süsteeme, mis on tasakaalus (näiteks nõudluse ja pakkumise tasakaal). Termin „staatika“ tuleb kreekakeelsest sõnast στατικη — püsiv, muutumatu. Dünaamilised mudelid sisaldavad ka ajamuutujat t ning võimaldavad kirjeldada nähtuste muutumist ajas ehk dünaamikat (δυναμη — kreeka k. jõud, vägi). Suur osa finantsmatemaatika valemeid on dünaamilised mudelid. Tihti on aeg t dünaamilises mudelis ainukeseks argumendiks ning siis uuritakse mingi ühe suuruse muutumist ajas. Seda nimetatakse ka trendi leidmiseks. Joonisel 7.1.1 on kolme suuruse dünaamilised mudelid. Paneelil (a) on hinna muutumise dünaamika 
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, kui pakutav kogus on nõutavast kogusest suurem. Hind alaneb eksponentsiaal​selt kuni tasakaaluhinnani p* ning siis enam ei muutu: süsteem on tasakaalus, pakutav ja nõutav kogus on võrdsed. Paneelil (b) on nõutava ja pakutava koguse muutumine samal ajal: nõutav kogus suureneb ja pakutav kogus väheneb, mõlemad jõuavad tasakaalukoguseni q*.
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Determineeritud  mudelites on muutujate vahelised seosed rangelt määratud. Näiteks seos 
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. Tegemist on determineeritud mudeliga, suuruse x väärtus determineerib ehk määrab üheselt suuruse y väärtuse. Kui visata aga täringut, siis võib silmade arvuks tulla kord „6“, kord „1“, kuigi võime visata kogu aeg ühtemoodi.  Täringu viskamiseks võib konstrueerida robotkäe, mille korral viskamise kiirus, viskenurk ja muud parameetrid on stabiilsemad kui inimkäel, aga tulemus on ikkagi juhuslik. Sest täringuviske tulemus sõltub väga paljudest suurustest, mida meil pole mingil moel võimalik täpselt konstantsetena hoida. Me saame vaid leida, kui suure tõenäosusega tuleb silmade arv „6“, kui suure tõenäosusega „1“ (täringu korral on mõlema väärtuse tõenäosus 1/6). Mudelid, mis võimaldavad leida, kui suure tõenäosusega esineb suuruse y üks või teine väärtus, on stohhastilised mudelid. Stohhastika tuleb kreekakeelsest sõnast στόχος  — arvama. Stohhastilised mudelid hõlmavad juhuslikke kõrvale​kaldumisi ja neis kasutatakse tõenäosusteooria ning matemaatilise statistika meetodeid. Majanduses osaleb korraga väga palju subjekte (isikuid ja ettevõtteid) ning kõigi nende käitumist pole võimalik ette näha (isegi ühe inimese käitumist pole võimalik täpselt ette näha), seepärast on tihti vaja kasutada just stohhastilisi mudeleid. Pole võimalik täpselt määrata, mitu uut autot ostetakse  Eestis järgmisel kuul või milline on homne börsiindeksi väärtus. Tõenäosuslikku kom​po​nenti sisaldavate mudelitega puutume põgusalt kokku viiendas alapeatükis. 

1. Eksponentsiaalsed mudelid 
Näide 7.2.1. 1996. aastal kirjutas ajakiri "Arvutimaailm":  "1996. a. algul oli Eestis Internetiga ühendatud 5000 arvutit ja nende arv kahekordistub iga kuuga.“ Paneme kirja vastava mudeli ning leiame, mitu internetiga ühendatud arvutit oleks sama tempoka kasvu jätkumisel olnud 1996. aasta lõpuks.

Lahendus.

Mudeli konstrueerimiseks paneme kirja, kuidas internetiga ühendatud arvutite arv kuude kaupa kasvab ja püüame leida seaduspärasust, mida võib väljendada valemina.

Aasta algul
5000

1 kuu pärast 
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2 kuu pärast

[image: image22.wmf]2

(50002)250002

××=×


= 20 000;

3 kuu pärast
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= 40 000.

Üldiselt võime kirja panna, et t kuu pärast 
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Kui tähistame internetiga ühendatud arvutite arvu tähega n, siis olemegi saanud antud situatsiooni kirjeldava mudeli:
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kus t on kuude arv alates 1996. aasta algusest, 
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 1996. aasta jaanuaris. Joonisel 7.2.1 on toodud vastavat kasvu kirjeldav graafik esimese nelja kuu jooksul. Aasta lõpuks 
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t

=

 ja mudelist 
(7.2.1)

 saame:  GOTOBUTTON ZEqnNum142445  \* MERGEFORMAT  internetiga ühendatud arvutit. Ilmselgelt on saadud arv liiga suur, sest ületab Eesti rahvaarvu rohkem kui 15-kordselt. Mudel (7.2.1)

 võis küll kehtida aasta algul ehk siis, kui internetiga ühendatud arvutite arv oli väike, võrreldes arvutite koguarvuga.  #

Näites saadud mudelis on argumendiks aeg t, seega on tegemist dünaamilise mudeliga, mis  kirjeldab internetiga ühendatud arvutite kasvu trendi.
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Mudel (7.2.1)

 sisaldab eksponentfunktsiooni alusel 2. Tuletame siinkohal meelde eksponent​funktsiooni üldkuju ja omadused.

Olgu a mingi positiivne arv, 
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nimetatakse eksponentfunktsiooniks alusel a.

Eksponentfunktsiooni omadused:

●
eksponentfunktsiooni väärtus on positiivne argumendi x iga väärtuse korral;

●
kui 
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, on eksponentfunktsioon kasvav, kui 
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, siis kahanev;

●
iga eksponentfunktsiooni graafik läbib punkti (0;1).

Joonisel 7.2.2 on toodud erineva alusega eksponentfunktsioonide graafikud.
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Alapeatükis 2.4 vaadeldi investeeringu tulevikuväärtuse leidmist liitintressi korral (valem (2.4.1)). Kui P on investeeringu nimiväärtus, i intressimäär perioodi kohta ja n perioodide arv, siis tulevikuväärtus
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Selles valemis esineb eksponentfunktsioon alusel 
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Näide 7.2.2. Albert soovib investeerida 10000 eurot. Leida tulevikuväärtuse sõltuvus inves​teerin​gu pikkusest kahe intressimäära, 5% ja 8% korral. Intressimäärad on antud aasta kohta.

Lahendus.

Investeeringu nimiväärtus on 
[image: image35.wmf]10000
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. Vastavalt valemile (7.2.3)

 kirjeldavad tulevikuväärtuse S sõltuvust investeeringu pikkusest järgmised mudelid:
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kus n on investeeringu pikkus aastates. Vastavad graafikud on toodud joonisel 7.2.3. #
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Amortisatsioon on pikaajaliselt (üle ühe aasta) kasutatava vara väärtuse vähenemine. Amortiseeruvaks varaks võivad olla hooned, masinad ja seadmed, kontoritehnika, transpordivahendid. Vara soetamisel on sellel mingi algväärtus, peale amortisatsiooni maha​arvamist jääb järele jääkväärtus. Ettevõttes teostatakse vara väärtuse vähenemise ümber​arvestust kas kord kuus, kord kvartalis või kord aastas. Selle tulemusena vara jääkväärtus väheneb ajas.

Näide 7.2.3. Ettevõte soetab tootmisseadmed maksumusega 8000 eurot. Uurida jääkväärtuse muutumist aastate jooksul, kui amortisatsioonimäär on 40% aastas.

Lahendus.

Esimesel aastal on amortisatsioon 
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 eurot. Jääkväärtus peale esimest aastat on siis 
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 eurot. Jääkväärtus peale teist aastat on 
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 eurot. Tähistades jääkväärtust tähega J  ja aastate arvu tähega t, võime kirjutada
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Jääkväärtuse muutumist ajas kujutab graafik joonisel 7.2.4.  #

Näidetes 7.2.1 – 7.2.3 kasutatud mudelid võib üldkujul kirja panna
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kus r on kasvumäär ajaperioodi jooksul ja t vastavate ajaperioodide arv. Näites 7.2.1 on perioodiks 1 kuu ja 
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, näidetes 7.2.2 ja 7.2.3 on perioodiks 1 aasta ning kasvumääraks [image: image387.png]
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vastavalt 
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. Näidetes 7.2.2 ja 7.2.3 toimus muutus hüppeliselt: intressi lisamine toimub üks kord aastas, amortisatsiooni arvestamine toimus üks kord aastas. Kuid internetiühenduste kasvu modelleerimisel ei ole õige eeldada, et ühenduste arv kahe​kordistub hüppeliselt iga kuu lõpus.  Loogiline on eeldada, et kasv toimub pidevalt.

Olgu valemis 
(7.2.5)

 perioodiks 1 aasta. Siis r on kasvumäär aastas ja n aastate arv.  Kui soovime, et muutus toimuks tihedamini kui üks aastas, näiteks iga päev ehk 365 korda aastas, peame kasutama kasvumäära päevas  GOTOBUTTON ZEqnNum235952  \* MERGEFORMAT  ning astendajaks peab olema päevade arv 
[image: image47.wmf]365
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. Kuid tihti ei piisa ka sellisest sagedusest. Rahvaarvu juurdekasvu modelleerimisel ei saa eeldada, et sünnid toimuvad üks kord päevas. Seepärast valime sageduseks k korda aastas. Siis kasvumäär on 
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 ning ajavahemike arv 
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.  Valemi (7.2.5)

 võime siis ümber kirjutada järgmiselt 
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Kui kasv toimub pidevalt, siis kordade arv k  suureneb lõpmatuseni, 
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(7.2.6)

, võtame kasutusele uue suuruse a, nii et  GOTOBUTTON ZEqnNum199625  \* MERGEFORMAT . Siis 
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Kui 
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). Millele läheneb aga sellisel juhul valemis 
(7.2.7)

 nurksulgudes olev avaldis  GOTOBUTTON ZEqnNum521014  \* MERGEFORMAT ?

See läheneb ühele konkreetsele arvule, mida nimetatakse Euleri arvuks (matemaatik Leonhard Euler, 1707-1783) ja tähistatakse tähega e:
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Arv e on lõpmatu mitteperioodiline kümnendmurd. Näiteks Robert Nerinoff ja Jerry Bonnell NASA-st on välja arvutanud arvu e esimesed 5 miljonit kohta (http://apod.nasa.gov/htmltest/gifcity/e.5mil).

Arvestades arvu e definitsiooni 
(7.2.7)

 piirväärtuseks, kui (7.2.8)

, saame avaldise  GOTOBUTTON ZEqnNum253750  \* MERGEFORMAT 
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Eksponentfunktsiooni alusel e kasutatakse eksponentsiaalsetes mudelites.


Eksponentsiaalne mudel on
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.2.9)


kus y0 ja r on konstandid.
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Kui mudelis 
(7.2.9)

 on argumendiks aeg t, nimetatakse seda eksponentsiaalse kasvu mudeliks,  mida kasutatakse pideva juurdekasvu modellee​rimiseks:  GOTOBUTTON ZEqnNum644671  \* MERGEFORMAT . Kui parameeter r on negatiivne, on tegemist eksponentsiaalse kahanemisega (vt joonis 7.2.5). Vasakpoolselt graafikult näeme, et kasvukõver muutub üha järsemaks, mis tähendab, et kasv kiireneb. Kahanemise korral (parempoolne graafik) muutub kõver laugemaks, järelikult eksponentsiaalse kahanemise korral kahenemine aeglustub.

Eksponentsiaalset kasvamist või kahanemist kohtab paljudes erinevates valdkondades. Bioloogias kirjeldab mikroorganismide arvu kasvu eksponentsiaalne kasvukõver, eksponentsiaalne on viirushaiguse levik, füüsikas kirjeldab radioaktiivset lagunemist eksponentsiaalne kahanemine. Demograafiast (rahvastikuprotsesse uuriv teadusharu) on teada, et kui mingi piirkonna rahvaarvu muutumist mõjutab vaid loomulik iive (sünnid ja surmad), siis kirjeldab rahvaarvu eksponentsiaalne mudel 
[image: image64.wmf]0

()

rt

NtNe

=

, kus 
[image: image65.wmf]()

Nt

on rahvaarv ajahetkel t ja 
[image: image66.wmf]0

N

 rahvaarv ajahetkel 
[image: image67.wmf]0

t

=

. Mudeli parameeter r on sellisel juhul rahvaarvu kasvumäär.

Näide 7.2.4. Aastatel 1900-2011 võib maa rahvastiku muutumist modelleerida eksponentsiaalse mudeliga 
[image: image68.wmf]0,015

()1,348

t

Nte

=

, kus t on aastate arv alates aastast 1900. Vastav graafik on toodud joonisel 7.2.6, kus ristikesed tähistavad tegelikke andmeid ja joon on arvutatud mudeli järgi. Leida, kui suur peaks selle mudeli järgi olema Maa rahvastik aastal 2020 ja millal peaks rahvaarv jõudma 20 miljardini.
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Lahendus.

Mudelis on aeg t aastates alates aastast 1900, st siis 
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. Aastal 2020 
[image: image70.wmf]120

t

=

 ning selle väärtuse paneme mudelisse
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miljardit.

Kui soovime leida, millal jõuab rahvaarv 20 miljardini, on aeg t tundmatu, rahvaarv aga teada: 
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. Paneme selle võrduma mudeli põhjal arvutatud rahvaarvuga ning leiame t:
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Astmenäitaja leidmiseks kasutame naturaallogaritmi
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Vastus: Aastal 2020 on Maa rahvaarv mudeli põhjal 8,15 miljardit. 20 miljardini jõuab rahvaarv selle mudeli järgi 180 aastat peale aastat 1900 ehk aastal 2080. #

Kui me võrdleme joonisel 7.2.6 esitatud tegelikke andmeid mudeli abil arvutatud joonega, näeme, et esinevad väikesed kõrvalekalded mudelist. Tuletame meelde, et mudel peab välja tooma olulise ja jätma kõrvale vähemtähtsa. Antud juhul on oluline, et kasv on eksponentsiaalne, mitte näiteks lineaarne. Loomulikult esinevad väikesed kõrvalekalded mudelist, mis on põhjustatud paljudest erinevates maailma piirkondades toimuvatest rahvaarvu mõjutavatest protsessidest.

Analüüsime, milline on eksponentsiaalse mudeli parameetrite y0 ja r tõlgendus eksponentsiaalse kasvu korral. Kui aeg 
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Järelikult mudeli parameeter y0 on suuruse y väärtus ajahetkel 
[image: image77.wmf]0

t

=

 ehk algväärtus (vt joonist 7.2.5).

Mida näitab aga parameeter r? Selleks avaldame selle parameetri eksponentsiaalse kasvu mudelist:
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Kasvuparameetri r tõlgenduse saame nüüd järgmiselt: kui suhe 
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. Näeme, et r on sellise ajavahemiku pöördväärtus, mille korral 
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Eksponentsiaalse kasvu mudeli parameeter r on pöördvõrdeline ajaga, mille jooksul suurus y kasvab (või kahaneb) arv e korda.

Viimasest tõlgendusest järeldub, et eksponentsiaalse kasvu korral

· parameetri r ühikuks on mudelis kasutatava ajaühiku pöördväärtus;

· parameetri r arvväärtus sõltub kasutatavast ajaühikust.

Kui meil on mudeliks 
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, kus t on aeg aastates, siis 
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 ehk 0,12 aasta kohta. Kui selle mudeli korral soovime ajaühikuks kasutada kuud, siis 
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 ja mudeliks saame 
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, kus t on aeg kuudes.

Jooniselt 7.2.5 nägime, et eksponentsiaalse kasvamise või kahanemise korral suuruse y muutumise kiirus pidevalt muutub. Funktsiooni muutumise kiirus on funktsiooni tuletis.  Leiame suuruse y muutumise kiiruse ehk tuletise eksponentsiaalse kasvu korral :
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Näeme, et eksponentsiaalse mudeli korral on ka muutumise kiirus eksponentsiaalselt muutuv. Kui arvestame nüüd seda, et 
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, saame kirjutada
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Eksponentsiaalse kasvamise (kahanemise) korral on funktsiooni muutumise kiirus ajahetkel t võrdeline funktsiooni väärtusega ajahetkel t:
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Saadud tulemus on mõistetav, kui mõtleme järgmiste nähtuste üle:

· rahvaarvu juurdekasv sõltub sellest, kui suur rahvaarv on;

· mikroorganismide koloonia kasv sõltub sellest, kui suur see koloonia momendil on;

· radioaktiivse lagunemise korral lagunevate tuumade arv sõltub sellest, kui palju  tuumasid alles on.

Ka paljude majandussuuruste korral võib teatud ajaperioodidel kohata eksponentsiaalset kasvu. Üheks selliseks on mingi riigi majanduse kogutoodangut iseloomustav suurus sisemajanduse koguprodukt ehk SKP.

Näide 7.2.5. Aastatel 1995-2007 võis Eesti sisemajanduse koguprodukti SKP kasvu kirjeldada mudeliga 
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, kus SKP on miljardites eurodes ja t aeg aastates, nii et aastal 1995 
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 (joonis 7.2.6). Mudeli parameetrite arvväärtused on saadud statistilise andmeanalüüsi abil, kasutades SKP väärtusi vastavatel aastatel (joonisel märgitud ristikestega). Milline on mudeli parameetrite 3,145 ja 0,13 tõlgendus? Kui suur oli SKP kasvutempo aastal 1997 ja aastal 2007?
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Lahendus.

Kui võrdleme SKP kasvu mudelit 
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 eksponentsiaalse kasvu mudeli üldkujuga 
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, näeme, et algväärtus 
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 miljardit eurot ja kasvuparameeter 
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 aasta kohta. Algväärtus näitab, et aastal 1995 oli Eesti SKP väärtus ligikaudu 3,145 miljardit eurot. Ligikaudu sellepärast, et mudel kirjeldab seda SKP kasvu ligikaudselt. Tegelikud väärtused erinevad mõnevõrra mudeli abil leitavatest väärtustest (vt joonist 7.2.6). Kasvuparameeter näitab, et nendel aastatel SKP suurenes e (
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) korda iga 
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aastaga. Võib öelda, et ligikaudu kolmekordistus iga kaheksa aastaga. Seda on näha ka jooniselt 7.2.6, kui võrrelda 1999. aasta ja 2007. aasta SKP väärtusi. 

Kasvutempo on mingi suuruse väärtus ajahetkel t jagatud sama suuruse väärtusega ajahetkel 
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 (valem 3.1.2).  Aastal 1997 
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Aastal 2007 
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Nii aastal 1997 kui ka 2007 oli SKP kasvutempo ühesugune: 1,14. Suhteline juurdekasv aastas oli järelikult 14%.  #

Nägime, et eksponentsiaalse kasvamise korral oli erinevatel aastatel  kasvutempo ühesugune. Seda, et eksponentsiaalse kasvamise korral on kasvutempo konstantne, saab lihtsalt näidata. Kasutame kasvutempo arvutamise valemit (3.1.2) ja eksponentsiaalse kasvu mudelit:
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Saadud seosest võime avaldada kasvuparameetri r, kui me teame kasvutempot k:
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ning kasvutempo abil võime eksponentsiaalse kasvu kirja panna kujul
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See seos tuleb ka otse kasvutempo definitsioonist.

Kui mingi ajas muutuva suuruse kasvutempo on konstantne, on tegemist eksponentsiaalse kasvuga.

Näidetest 7.2.4 ja 7.2.5 paneme tähele seda, et aega sisaldavate mudelite korral ei kasutata kalendriaastaid (ega kuupäevi). Kasutatakse ajamuutujat t, nii et 
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 mudeliga kirjeldatava ajavahemiku alguses. Aega mõõdetakse teatavasti vaheskaalas, mille nullpunkt on tinglik, st subjektiivselt valitav. Kui me kasutaksime selles mudelis kalendriaastaid, siis saaksime 
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 miljardit eurot ehk 
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eurot, kus t on aeg aastates meie ajaarvamise algusest. Mudeli algväärtus 
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eurot näitab sellisel juhul Eesti SKP väärtust meie ajaarvamise alguses. On selge, et sellist parameetri väärtust omava mudeli kasutamine oleks kummaline.

Dünaamiliste mudelite korral tuleb ajaskaalal valida sobiv nullpunkt. Selle seos kasutusel oleva kalendriga tuleb kirja panna mudeli esitamisel: „
[image: image111.wmf]0
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 aastal …. (või kuupäeval …)“.

Näide 7.2.6. 2009. aastal oli Eestis sisemajanduse koguprodukt SKP elaniku kohta 10341 eurot ja Soomes 32065 eurot. Kui eeldada, et Eesti suudab järgnevatel aastatel hoida majanduskasvu ühe elaniku kohta keskmiselt 4% aastas, siis mitme aasta pärast saavutab Eesti sama taseme, mis oli Soomes 2009. aastal?

Lahendus.

Kui kasv on 4% aastas, siis kasvutempo on 1,04. Kasutame seost  
(7.2.11)

. Võttes algväärtuseks  GOTOBUTTON ZEqnNum480590  \* MERGEFORMAT  eurot ja lõppväärtuseks 
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 eurot, saame kirja panna võrrandi:
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Leiame t väärtuse
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Arvutame välja võrduse vasakul pool oleva suhte, mis näitab, mitu korda oli Soome SKP elaniku kohta 2009. aastal suurem kui Eestis: 32065:10341 ≈ 3,1. Nüüd võime kirjutada, et
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Kontroll: 
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Vastus: Sellise majanduskasvu korral jõuame ligikaudu 29 aastaga samale tasemele, kus oli Soome aastal 2009. #

Näide 7.2.7. Kasutades eelmises näites toodud andmeid, leiame, kui palju peaks Eesti majandus aastas kasvama, et jõuaksime 15 aastaga Soome 2009. aasta tasemele. 

Lahendus.

Nüüd on kasvutempo k tundmatu ja aastate arv 
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. Paneme kirja vastava võrrandi 
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Edasine lahenduskäik on samasugune nagu eelmises näites: teisendame seost nii, et ühele poole võrdusmärki jääb ainult kasvutempo vastavas astmes, seejärel leiame astmenäitaja ning siis avaldame tundmatu t:
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Kontroll: 
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Vastus: 15 aastaga Soome 2009. a. tasemele jõudmiseks peab Eesti majanduse kasvutempo aastas olema  1,078 ehk siis kasv 7,8% aastas.  Võrdluseks: aastatel 2000-2008 oli Eesti majanduskasv keskmiselt 7% aastas. Eks sealt see loosung „15 aastaga Euroopa viie rikkama riigi hulka“ tuligi.  Ainult üpris kindlasti ei seisa ülejäänud riikide majandus sel ajal paigal. #
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ÜLESANDED

1. Kontorisse osteti arvuti, mis maksis 800 eurot. Amortisatsioonimääraks on 30% aastas.

a) Leida arvuti jääkväärtuse sõltuvus ajast.

b) Milline on arvuti jääkväärtus 3 aasta pärast?

1. Auto ostmisel viie aasta pikkuse liisinguga on liisingfirma standardpakkumises arvestatud auto jääkväärtuseks liisingu lõppedes 25% algväärtusest. Kui suur on sellisel juhul auto aastane amortisatsiooni​määr?

1. Uue luksusauto Lexus hind on 50 tuhat eurot. Aastas kaotab auto amortisatsiooni tõttu 20% oma väärtusest. Vanametalli kokkuostus on romusõiduki hind 175 eurot/tonn. Mitme aasta pärast on Lexuse väärtus võrdne romu väärtusega, kui auto kaal on 1,5 tonni?

1. Olgu auto amortisatsioonimäär aastas 24%. Mitme aasta jooksul kaotab auto pool oma algväärtusest? Kui suure osa algväärtusest kaotab auto järgmise sama pika perioodi jooksul?

1. * Praegu toimub ettevõttes vara väärtuse vähenemise ümberarvestus üks kord aastas amortisatsioonimääraga 30%. Ettevõte soovib hakata ümberarvestust tegema üks kord kuus. Kui suur tuleks võtta ühe kuu amortisatsioonimäär, et amortisatsioonimäär aastas jääks samaks?

1. Kasutades näites 7.2.4 toodud mudelit Maa rahvastiku kohta, leida

a) Kui suur oli selle mudeli järgi Maa rahvaarv aastal 2000?

b) Mis aastal elas Maal 5 miljardit inimest?

1. Riigi A rahvastiku kasvu kirjeldab mudel 
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(miljardit elanikku), kus N0 on rahvaarv praegu ja N(t) rahvaarv t aasta pärast. Leida rahvaarv 20 aasta pärast, kui praegu elab selles riigis 3 miljardit elanikku.

1. Ettevõte toodab  köögikombaine.  Garantiiremondiks vajalike kulutuste planeerimiseks on viidud läbi köögikombainide tööea analüüs. Analüüs näitab, et t aastat peale partii valmimist on töökorras olevate köögikombainide osakaal 
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Leida 

a) kui suur osa köögikombainidest töötavad vähemalt 3 aastat?

b) kui suur osa nimetatud toodetest langevad rivist välja kolmandal tööaastal?

1. Riigi A sisemajanduse koguprodukt SKP oli 2000. aastal 100 miljardit dollarit ja 2010. aastal 180 miljardit dollarit. Eeldades, et SKP kasv on eksponentsiaalne, prognoosida SKP väärtust aastal 2020.

1. Kiirtoidu keti poolt müüdavate hamburgerite arv kasvab eksponentsiaalselt. Kui 2002. aastal müüdi 30 000 hamburgerit ja 2007. aastal 120 000, siis mitu hamburgerit müüdi 2010. aastal?

1. Kui uue raamatu esimene ostutuhin on möödas, hakkab raamatu müük kuus eksponentsiaalselt kahanema. Üle-eelmisel kuul müüdi viis kuud tagasi ilmunud raamatut 2500 eksemplari ja eelmisel kuul 1000 eksemplari. Mitme eksemplari müüki võib oodata sellel kuul?

1. Aastatel 1995-1996 kasvasid Eestis elanike ja ettevõtete nõudmiseni hoiused ekspo​nentsi​aalselt: 
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, kus hoiused H on miljonites kroonides ja t aeg kuudes, nii et 
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 jaanuaris 1995. Leida hoiuste väärtus ja hoiuste kasvu kiirus 1996. aasta jaanuaris.

1. Kirjeldagu teatud suuruse muutumist ajas pideva kasvu funktsioon 
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, kus t on aeg aastates ja r kasvumäär aastas. Analüüsida, mismoodi tuleks kasvufunktsioon kirja panna, kui soovime aega mõõta kvartalites. 

1. * Näites 7.2.1 oli internetiühendusega arvutite kasvu mudeliks 1996. aastal 
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, kus t on aeg kuudes alates 1996. aasta algusest. Teisendada see mudel eksponentsiaalse kasvu mudeliks kujul 
[image: image128.wmf]0

()

rt

ntne

=

.

[image: image395.png]



ÜLESANNETE VASTUSED
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, kus t on aeg kuudes 1996. aasta algusest.

1. Mudelid logaritm-, astme- ja logistilise funktsioon
Matemaatiliste mudelite koostamisel kasutatakse mitmesuguseid matemaatikast tuntud elementaarfunktsioone ja nende kombinatsioone. Sobiva funktsiooni valikuks on kasulik teada reaalses maailmas esinevaid tüüpsituatsioone, mille modelleerimiseks kasutatakse teatud kindlaid matemaatilisi funktsioone. Peab tundma erinevate funktsioonide graafikuid ja oskama neid funktsioone analüüsida. Selles alapeatükis tutvume mudelitega, kus kasutatakse logaritm- ja astmefunktsiooni ning S-tähe kujulist graafikut omavat logistilist funktsiooni.

Näide 7.3.1. Numbrilise PIN koodi turvalisus sõltub sellest, kui palju võib olla erinevaid kombinatsioone, mis omakorda sõltub PIN koodi pikkusest. Tuletada valem, mis võimaldab arvutada vajalikku PIN koodi pikkust, kui on ette antud kombinatsioonide arv. Mitut numbrit peab PIN kood sisaldama, et tõenäosus seda ühe proovimisega ära arvata ei oleks suurem kui 1 miljonile. 

Lahendus.

Numbrilises PIN koodis saab kasutada kümmet erinevat numbrit. Olgu PIN koodi pikkus l ja erinevate kombinatsioonide arv n.
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Üldistades saame seose 
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, millest PIN koodi pikkus
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Kui tõenäosus on 1 miljonile, siis kombinatsioonide arv peab olema 1 miljon ning PIN koodi pikkus 
[image: image137.wmf]log10000006
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Selles näites puutusime kokku logaritmilise mudeliga. Kuigi logaritmilises mudelis võib kasutada logaritmi suvalisel alusel, siis enamasti kasutatakse naturaallogaritmi, so logaritmi alusel e.

Logaritmilise mudeli üldkuju on 
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kus a ja b on konstandid ning 
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Kuna naturaallogaritmi saab leida ainult positiivsest arvust, siis logaritmilist mudelit on võimalik kasutada vaid piirkonnas, kus 
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, on tegemist logaritmilise kasvamisega, kui 
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 logaritmilise kahanemisega (joonis 7.3.1). Logaritmilise kasvu korral kasv aeglustub erinevalt  eksponentsiaalset mudelist, mille korral kasv kiireneb.
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Näide 7.3.2. Aastatel 1997-2006 kasvas Eestis kõigil kõrgharidusastmetel õppivate üliõpilaste arv logaritmiliselt. Kasvu kirjeldab mudel 
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, kus N on üliõpilaste arv tuhandetes ja t aeg aastates, 
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 aastal 1997 (joonis 7.3.2). Kui suur oli selle mudeli järgi üliõpilaste arv aastal 1997? Kui kiiresti kasvas üliõpilaste arv 1997. aastal?

Lahendus.

1997. aastal 
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tuhat. Kasvu kiirus on funktsiooni tuletis. Arvestame seda, et 
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. Üliõpilaste arvu kasvu kiirus aastal t on siis 
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 tuhat üliõpilast aastas. 1997. aastal 
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Vastus: Mudeli järgi oli 1997. aastal üliõpilaste arv 32,67 tuhat ning kasvas kiirusega 16,48 tuhat üliõpilast aastas. #
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Nägime, et logaritmilise mudeli 
[image: image150.wmf]ln
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 korral näitab mudeli parameeter b suuruse y väärtust, kui 
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(vt ka joonist 7.3.1). Kui x on ajamuutuja, siis valitakse ajatelg selline, et esimene väärtus on 1 ning sellisel juhul võib parameetrit b nimetada algväärtuseks. Üldiselt võivad aga argumendi x väärtused olla ka ühest väiksemad. Kui 
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Mida näitab logaritmilise kasvu korral mudeli parameeter a? Selleks leiame  y väärtuse, kui argumendiks on arvu e erinevad astmed:
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Näeme, et kui x suureneb e korda, siis y suureneb a võrra.

Kuidas muutub suuruse y muutumise kiirus logaritmilise mudeli korral? Selleks leiame funktsiooni 
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 tuletise:
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Logaritmilise mudeli 
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 korral on suuruse y muutumise kiirus pöördvõrdeline suurusega x:
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Joonisel on toodud pöördvõrdelise sõltuvuse graafikud erinevate a väärtuste korral. Kuigi pöördvõrdelise sõltuvuse graafik hüperpool koosneb kahest harust, on siin esitatud vaid  argumendi x positiivses piirkonnas olevad harud, sest majandusmudelites on argumentideks enamasti positiivsed suurused. 
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Pöördvõrdeline sõltuvus on erijuht üldisemast astmefunktsioonist.

Astmefunktsiooni kasutatakse mudelites kujul
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kus a ja b on konstandid, 
[image: image165.wmf]0

b

¹

.

Astmefunktsooni erijuhud on võrdeline sõltuvus 
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. Astendaja b võib selles mudelis olla nii täisarv kui ka murdarv. 

Tootmisprotsesside planeerimisel, uute töötajate koolitamisel, tööjõukulude prognoosimisel on oluline teada, kui palju aega kulub mingi toote tegemiseks või mõne tegevuse sooritamiseks. Me oleme kõik kogenud, et kui mingit tegevust sooritada korduvalt, siis lüheneb selle sooritamiseks kulunud aeg. Sellise nähtuse modelleerimiseks kasutatakse õppimiskõverat (learning curve), mida mõnikord nimetatakse ka kogemuskõveraks (experience curve). Uuringud on näidanud, et iga kord, kui soorituste arv kahekordistub, on ühe soorituse jaoks kulunud aeg vähenenud konstantse protsendi võrra. Tüüpiliselt on see vahemikus 10%-20%.

Näide 7.3.3. Malle läks koolivaheajal tööle ühte ettevõttesse  koristajaks. Esimesel päeval kulus tal kõigi ruumide koristamiseks kolm tundi. Teisel päeval kulus aega 15% vähem ja neljandal päeval veel 15% vähem. Järgnevatel päevadel koristamise kiirus kahanes samas tempos: iga kord kui päevade arv kahekordistus, oli aeg vähenenud 15%. Kui palju aega kulus tal koristamiseks peale kolmenädalast töötamist?

Lahendus.

Olgu t1 aeg, mis kulus koristamiseks esimesel päeval. Analüüsime, kuidas toimus koristusaja vähenemine:

2. päeval kulus aega 
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4. päeval kulus aega 
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8. päeval kulus aega 
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Paneme tähele, et kui päevade arv on n, siis koefitsient 0,85 on astmel 
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Viime saadud mudeli kujule, mis vastab astmefunktsioonile 
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. Selleks kasutame astme​näitaja jaoks seost, mille abil toimub üleminek logaritmi ühelt aluselt teisele
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Siin arvestasime seda, et 
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.  Nüüd kasutame veelkord üleminekut ühelt logaritmi aluselt teisele: 
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Nüüd võime kirjutada
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Esimesel päeval kulus Mallel koristamiseks 3 tundi ehk 
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minutit. Mudel on siis kujul, mis vastab astmefunktsioonile
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Arvestades, et 
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, saame koristamise aja vähenemist kirjeldavaks mudeliks
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Vastav graafik on toodud joonisel 7.4.3. Kui Malle oli töötanud kolm nädalat, siis tööpäevade arv 
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[image: image185.wmf]0,234

(15)1801596

t

-

=×»

 minutit.

Vastus: Peale kolmenädalast töötamist kulus Mallel koristamiseks 1 tund ja 36 minutit. #
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Näites tuletatud valemi (7.3.5)

 põhjal võime kirja panna õppimiskõvera üldkuju.

Õppimiskõverat kirjeldab funktsioon
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kus n on toodete (või soorituste arv), t1 esimese ühiku jaoks kulunud aeg, 
[image: image187.wmf]()
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 n-nda ühiku jaoks kulunud aeg ja parameeter b näitab, kui suur osa esimese ühiku jaoks kulunud ajast kulub ühiku kohta peale ühikute arvu kahekordistumist.
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Tavaks on saanud, et õppimiskõverat iseloomustatakse just koefitsiendiga b, mida nimetatakse ka õppimise protsendiks (learning percentage). Näiteks 80%-line õppimiskõver tähendab, et ühikute arvu kahekordistumisel väheneb ühiku tegemiseks kulunud aeg 20%, 90%-lise õppimiskõvera korral on vähenemine 10% (vt joonis 7.3.5).  Paneme tähele, et 100%-lise õppimiskõvera korral kogemuse omandamist ei toimu, aeg ei vähene. 

Õppimiskõveraga modelleeritav tööaja vähenemine ei ole seotud ainult töötajate kogemuse suurenemisega. Pikaajaliselt avaldavad mõju toodete standardiseerimine, uute töömeetodite kasutuselevõtt, uus tehnoloogia jms. Õppimiskõverat kasutatakse ka ettevõtete kogemuste hindamisel. Näiteks uute turgude hõivamine toimub kiiremini neil ettevõtetel, kes on seda varem teinud.

Peatükis 7.3.2 vaatlesime eksponentsiaalse kasvu mudelit, mis kirjeldab ka rahvaarvu kasvu. Eksponentsiaalse mudeli 
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 korral aja t piiramatul kasvul suureneb rahvaarv lõpma​tuseni. Seda tuntakse ka Malthuse piiramatu kasvuna. Thomas Robert Malthus oli inglise õpetlane, kes elas aastatel 1766–1834 ning avaldas töid poliitikast, majandusest ja demograafiast.  Oma uurimuses „Essee rahvastiku alustest“ sõnastas ta nn rahvastusseaduse: elanikkond kasvab geomeetrilises progressioonis, elatusvahendite hulk aga aritmeetilises progressioonis, mis viib lõppkokkuvõttes katastroofini. 1972. aastal publitseeris Rooma Klubi raporti “Kasvu piirid”, mis esindab Malthuslikku pessimismi.

Kuid ökoloogias on ammu tähele pandud, et mingi liigi populatsiooni  arvukuse kasv ei ole piiramatu. Piiri seab keskkonnamahutavus, mis on selline antud liigi isendite arv, mille korral populatsiooni kasvu enam ei toimu. Keskkonnamahutavus on määratud eluks vajalike ressursside olemasoluga. Väikese arvukuse korral on kasv eksponentsiaalne, kuid kui arvukus läheneb sellele piirile, siis kasvu kiirus aeglustub. Kõige lihtsam kõver, mis modelleerib sellist piiratud kasvu, on logistiline kõver.

Logistiline kõver on funktsiooni
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graafik, kus K, a ja r on positiivsed konstandid. 

Uurime, millele läheneb suurus N,  kui aeg t läheneb lõpmatusele:
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Näeme, et mudeli 
(7.3.8)

 parameeter K ongi eespool nimetatud keskkonnamahutavus (vt joonis 7.3.6). Milline on aga N algväärtus, so väärtus ajahetkel  GOTOBUTTON ZEqnNum453615  \* MERGEFORMAT ?
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Kasutades algväärtuse jaoks tähistust 
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[image: image407.png]


Jooniselt 7.3.6 näeme, et logistiline kõver meenutab väljavenitatud „S“ tähte. Sellise kujuga kõveraid nimetataksegi S-kujulisteks kõverateks. Graafikul on märgitud punkt, millal kasvu kiirus on maksimaalne. Selles punktis läheb graafiku nõgusus üle kumeruseks, st see on ka käänupunkt.

Algväärtust kasutades kirjutatakse logistilise kõvera avaldis mõnikord kujul
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Kuigi matemaatiliselt keerukam, on viimane esitus hea kahel põhjusel. Esiteks on raskesti tõlgendatava parameetri a asemel mudelis kasutusel korralikku tõlgendust omav algväärtus N0. Teiseks paistab valemi  
(7.3.10)

 lugejast välja eksponentsiaalne kasv  GOTOBUTTON ZEqnNum963241  \* MERGEFORMAT  kui logistilise kasvu piir​juht. Kui keskkonna mahutavus K on algväärtusega N0 võrreldes väga suur, on suhe 
[image: image197.wmf]0

N

K

  ligikaudu 0 ning nimetaja valemis (7.3.10)

 ligikaudu 1. Sellest järeldub, et
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Aja t kasvades 
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 kasvab eksponentsiaalselt ning selle tõttu avaldise (7.3.10)

 nimetajas olev teine liidetav muutub nullist oluliselt erinevaks ja hakkab mõju avaldama.
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Seda, kuidas parameeter r mõjutab logistilise kõvera kuju, näeme jooniselt 7.3.7. Seal on toodud kolm erinevat logistilist kõverat parameetri r väärtustega 0,5; 0,3 ja 0,2. Ülejäänud parameetrid on kõveratel samad:
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. Näeme, et suurema r korral on kasv kiirem ja mahutavus saavutatakse varem. Käänupunkt on kõikidel kõveratel ühesuguse N väärtuse juures aga erineval ajal.

Eksponentsiaalse kasvu korral oli kasvu kiirus võrdeline funktsiooni väärtusega ajahetkel t (vt valem (7.3.8)

 tuletise, milleks kasutame jagatise tuletise valemit
(7.2.10)

). Logistilise kasvu kiiruse leidmiseks võtame avaldisest 
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Logistilise kasvu korral on kasvu kiirus
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Kasutades funktsiooni maksimeerimise tehnikat, on võimalik leida kasvu kiiruse maksimumkoht  (ülesanne 7.3.11) ning seejärel leida arvukuse 
[image: image204.wmf]()
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 väärtus sellel kohal (ülesanne 7.3.12). Graafik, mis kirjeldab kasvu kiiruse sõltuvus ajast, on toodud joonisel 7.3.8.

Logistilise kasvu kiirus on maksimaalne ajahetkel
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ning selleks ajaks on arvukus saavutanud pool keskkonnamahutavusest:
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Analüüsimaks, millest täpsemalt sõltub kasvu kiirus, on valem 
(7.3.8)

, mille järgi (7.3.11)

 liiga keeruline.  Valemit saab lihtsustada, kui kasutada seost  GOTOBUTTON ZEqnNum236525  \* MERGEFORMAT . Teeme vastava asenduse: 
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Viimases murru nimetaja ja lugeja avaldame seosest 
(7.3.8)

:  GOTOBUTTON ZEqnNum453615  \* MERGEFORMAT , 
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Nüüd võime tuletist edasi teisendada:
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Logistilise kasvu korral on kasvu kiirus võrdeline arvukusega 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.3.14)

Kui arvukus saab võrdseks keskkonnamahutavusega, 
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. St, et kasvu kiirus on null ning kasv peatub. Kui arvukus on mingil põhjusel ületanud keskkonnamahutavuse, 
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 ja kasvu kiirus on samuti negatiivne – arvukus kahaneb. 
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Kui me rakendame logistilist mudelit maailma rahvastiku kasvu analüüsimisel, siis keskkonnamahutavus on määratud antud tehnoloogiataseme juures kasutada olevate toidu- ja energiaressurssidega. Rahvaarvu lähenedes keskkonnamahutavusele hakkab kasvutempo vähenema (eksponentsiaalse kasvu korral on kasvutempo konstantne, vt valem www.census.gov(7.2.11)

). USA Rahvastikubüroo andmetel ( GOTOBUTTON ZEqnNum480590  \* MERGEFORMAT ) oli maailma rahvastiku kasv kõige kiirem aastatel 1960-1970, ligikaudu 2% aastas (kasvutempo 1,02). Peale seda on kasvutempo pidevalt alanenud ning aastaks 2045 prognoositakse suhtelist juurdekasvu 0,5% aastas (kasvutempo 1,005).

Kui valemis 
(7.3.14)

 avada sulud, näeme, et kasvu kiiruse sõltuvus arvukusest N on parabooli kujuline:  GOTOBUTTON ZEqnNum748216  \* MERGEFORMAT  (joonis 7.3.9). Valemist (7.3.13)

, saame
(7.3.14)

 saame leida ka lihtsa avaldise kiiruse maksimumväärtuse leidmiseks. Arvestades valemit 
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Logistilise kasvu korral on kasvukiiruse maksimumväärtus
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Lisaks bioloogiale ja demograafiale kasutatakse logistilise kasvu kõverat veel mitmetes valdkondades. Keemias kirjeldab see autokatalüütiliste reaktsioonide kulgemist, kus reaktsiooniks vajalik katalüsaator tekib reaktsiooni käigus. Keeleteaduses kirjeldab logistiline kõver keeles tekkivate muutuste (uued sõnad) levikut. Meditsiinis modelleeritakse sellega vähirakkude paljunemist organismis, samuti nakkushaiguste levikut inimeste seas.

Majanduses kohtab logistilist kõverat seal, kus on tegemist uue toote või teenuse turule toomisega. Turule sisenemisel on müügimahu kasv aeglane. Seejärel saabub kasvufaas, kus müügimaht kasvab kiiresti ning lõpuks jõuab kätte küpsusfaas, kus müük kasvab endiselt, kuid kahaneva kiirusega (joonis 7.3.10). Turu mahutavus on määratud sellega, kui palju on sellel tootel potentsiaalset tarbijaskonda.  Praktikas kasutatakse müügi iseloomustamiseks  müüki ajaühikus (päevas, kuus, aastas), sest müüjat huvitab enamasti see. Müük ajaühikus on aga müügimahu N kasvu kiirus. Rõhutamaks, et N on summaarne läbimüük alates vastava toote müümise algusest, nimetatakse seda kumulatiivseks läbimüügiks.
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Logistilise kõvera esinemine uue toote müügi kasvu kirjeldamisel on põhjendatav tarbija käitumisega. Suur osa tarbijatest on nö „matkijad“: nad ostavad uue toote siis, kui keegi teine on selle juba ostnud. Mida rohkem on uue toote kasutajaid (mida suurem on N valemis 
(7.3.14)

), seda rohkem on ka matkijaid, kes samuti selle toote ostavad ning seda kiiremini N kasvab. Kui aga enamik inimesi on toote juba ostnud, hakkab lähenema turu mahutavus ( GOTOBUTTON ZEqnNum748216  \* MERGEFORMAT valemis (7.3.14)

 on väga väike) ja kumulatiivse müügi N kasv pidurdub.

Näide 7.3.4. Joonisel 7.3.11 on toodud Eesti mobiiltelefonivõrgu klientide arvu dünaamika aastatel 1991-2010, andmed pärinevad Eesti Statistikaameti andmebaasist. Klientide arvu kasvu on modelleeritud logistilise kõveraga 
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, kus N on mobiiltelefonide kasutajate arv tuhandetes ja aeg t aastates (
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 aastal 1991). Mudeli järgi on turu mahutavus 1,732 miljonit. See küll ületab Eesti rahvaarvu, kuid paljudel inimestel on kaks telefoninumbrit: eranumber ja töönumber. #

Samasugune logistiline kõver kirjeldab ka näiteks uute mobiilsideteenuste (G3 ja G4 võrk, MMS-ide saatmine, videokõned jms) kasutuselevõttu, ainult turu mahutavus ja muud mudeli parameetrid võivad omada teisi arvväärtusi. Mobiilsideteenuste pakkuja peab oma tegevuse planeerimisel oskama seda kõverat kasutada: millal ja kui palju on vaja uude tehnoloogiasse investeerida. Kodused majapidamisseadmed (külmikud, pesumasinad, tolmuimejad jms), 
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elektroonikakaubad, kontoritehnika – kõigi selliste toodete müük järgib S-kujulist kõverat ning paljud suurettevõtted (IBM, Kodak jt) kasutavad logistilist mudelit oma tegevuse planeerimisel. Samuti allub logistilisele kõverale mitmesuguste teenuste tarbimise kasv, suhtlusvõrgustike laienemine, moe ja erinevate uute harjumuste levik ühiskonnas. Seepärast nimetatakse seda kõverat ka levikukõveraks või difusioonikõveraks  (diffusion curve). 
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Saavutamaks modelleerimisel suuremat kooskõla reaalsusega, on logistilist mudelit mitmel moel modifitseeritud ja praegu tuntakse mitmeid S-kujulisi kasvukõveraid, mida saab kasutada erinevate protsesside modelleerimisel (Gompertzi, Bassi, üldistatud Verhulsti mudel). Joonisel 7.3.12 toodud graafik kirjeldab Wikipedia artiklite arvu kasvu kiiruse (lisandunud artiklid kuus) muutust, mida on võrreldud logistilise, Gompertzi ja laiendatud (extended) logistilise mudeli alusel arvutatud kasvu kiiruse graafikutega.
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ÜLESANDED

1. Teisendada näites 7.3.1 leitud logaritmiline mudel (7.3.1)

 sellisele kujule, kus oleks kasutatud naturaallogaritmi.

1. Leida näites 7.3.2 toodud üliõpilaste arvu kasvu mudeli korral üliõpilaste arvu muutumise kiirus 1998. ja 2005. aastal.

1. Logaritmilise mudeli 
[image: image226.wmf]()ln
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 korral analüüsida, mitme võrra suureneb y, kui x kasvab 2 korda, k korda.

1. Ettevõtte tootmisosakonna juhataja on analüüsinud uute töötajate õppimiskõveraid ja tulemuseks sai ta funktsiooni 
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, kus n on toodete arv ja t1 esimese toote tegemiseks kulunud aeg.  Kui palju väheneb ühe toote tegemiseks kulunud aeg toodete arvu kahe​kordistumisel?  Kui esimese toote valmistamiseks kulub uuel töötajal tavaliselt 2 tundi, siis kui suur on esimese kolme toote tegemiseks kuluv summaarne aeg?

1. Õppimiskõvera saab teisendada ka kujule, kus graafikuks on sirge. Näidata, et mudel 
(7.3.7)

 on ekvivalentne sirgega  GOTOBUTTON ZEqnNum623907  \* MERGEFORMAT , kus 
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1. 2011. aasta oktoobris avaldatud artiklis hindasid Šveitsi majandusteadlased P. Cauwels ja D. Sornette suhtlusvõrgustiku Facebook turuväärtust, mille jaoks oli vaja prognoosida Facebooki kasutajate arvu kasvu. Prognoosimiseks kasutasid nad logistilist mudelit 
(7.3.10)

, mille parameetrid leiti Facebooki poolt avaldatud kasutajate arvu statistika alusel. Parameetrite väärtused said nad järgmised: turu mahutavus GOTOBUTTON ZEqnNum963241  \* MERGEFORMAT  miljardit kasutajat, algväärtus 
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 tuhat kasutajat ja parameeter 
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(aasta kohta). Millal kasvas nende mudeli järgi Facebooki kasutajate arv kõige kiiremini? Facebook loodi 2004. aasta algul.   

1. 2005. aastal oli Eestis 1444,3 tuhat mobiiltelefonivõrgu klienti (Eesti Statistikaameti andmed). Leida, kui suure klientide arvu sel aastal annab näites 7.3.4. toodud mudel. Mitu protsenti erineb mudeli abil leitud väärtus tegelikust väärtusest?

1. Mis aastal oli näites 7.3.4 toodud mudeli järgi mobiiltelefoni kasutajate arvu kasvamise kiirus kõige suurem? Kui kiire kasv siis oli?

1. Fotoaparaate tootva ettevõtte müügiosakonna andmetel kasvas uue mudeli müük kiirenevalt esimesed kolm aastat peale turule tulemist.  Siis müüdi seda mudelit 60 000 tk kuus. Kokku oli selleks ajaks müüdud 750 000 tk. 

a) Leida, kui suur on selle fotoaparaadi turu mahutavus ning panna kirja müüki kirjeldav logistiline mudel.

b) Millal müüakse miljones fotoaparaat?

1. * Näidata, et logistilise kõvera avaldis (7.3.9)

 abil.
(7.3.10)

, kui algväärtus N0 on defineeritud (7.3.8)

 on ekvivalentne avaldisega 
1. ** Näidata, et logistilise kasvu kiirus 
(7.3.11)

 on maksimaalne ajahetkel  GOTOBUTTON ZEqnNum236525  \* MERGEFORMAT .

1. * Näidata, et kui logistilise kasvu kiirus on maksimaalne, siis on arvukus 
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 saavu​tanud  pool keskkonnamahutavusest, st 
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ÜLESANNETE VASTUSED

7.3.1. 
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. 7.3.2. 1998. aastal 8,24 tuhat üliõpilast aastas, 2005. aastal 1,83 tuhat üliõpilast aastas. 7.3.3. 
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võrra. 7.3.4. 5%; 5 h 45 min. 7.3.6. 2010. aasta keskel. 7.3.7. 1422,2 tuhat; -1,5%. 7.3.8. 2002. aastal 205,8 tuhat klienti aastas. 7.3.9. a) 
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, kus N on tuhandetes ja t aeg kuudes alates turule tulekust. b) 3 aastat ja 4 kuud peale turule tulekut.

1. Modelleerimisel kasutatavaid funktsioone: kokkuvõte
Järgnevalt toome kokkuvõtlikult ära olulisemad modelleerimisel kasutatavad funktsioonid koos nende graafikutega. Graafikud on esitatud argumendi x positiivses piirkonnas, a, b ja c on konstandid.

	Lineaarne mudel 
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Kui 
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Konstantse kiirusega kasv, kui 
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	Eksponentsiaalne mudel 
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Kiirenev kasv kui 
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	Logaritmiline mudel 
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	Astmefunktsioon 
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	Ruutpolünoom 
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Üks lokaalne ekstreemum: kui 
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	Logistiline mudel 
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Piiratud kasv: kui 
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1. Matemaatiliste mudelite koostamine
Modelleerimisel puututakse kokku väga erinevate reaalses elus esinevate probleemidega ja üheks raskemaks ülesandeks on vastava probleemi viimine matemaatilisele kujule. Matemaatiline mudel võimaldab teha arvutusi ning kasutada mudeli analüüsimiseks matemaatika võimalusi. Analüüsimisel uuritakse mudeli käitumist erinevates piirkondades, majandusmudelite korral on tihti oluline optimeerimine.  

Tavaliselt formuleeritakse kõigepealt verbaalne mudel, st uuritavate suuruste vahelisi seoseid kirjeldatakse sõnadega. Kui verbaalne mudel on olemas, tuleb see teisendada „matemaatika keelde“. 

Tähistused

Mudeli matemaatiliseks formuleerimiseks tuleb kasutatavatele suurustele omistada sobivad tähistused. Mis on selle eesmärk? Võrdleme kaht kirjutusviisi:
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Kui soovime leida tasuvuspunkte, mille korral kasum on null, tuleb lahendada ruutvõrrand. Kummal juhul on ruutvõrrandi lahendite leidmine lihtsam? Tähistusi on vaja selleks, et muuta matemaatiliste avaldiste teisendamine mugavamaks.

Põhimõtteliselt võib kasutada suvalisi ladina, kreeka, gooti või muu tähestiku suuri ja väikseid tähti. Äärmiselt oluline on aga pidada kinni kahest reeglist:

1. Kõikide tähistuste seletused tuleb kirja panna.

2. Ühe konkreetse probleemi raames peavad tähistused olema samad. Ei tohi ühe ja sama suuruse tähistamiseks kasutada ühes kohas üht ja teise kohas teist tähte. Samuti ei tohi erinevate suuruste tähistamiseks kasutada samu tähti.

Järgmised nõuanded on soovituslikud, millest võib kõrvale kalduda.

· Tavaks on saanud kasutada vastavate inglisekeelsete terminite esitähti: t aeg (time), p hind (price), q kogus (quantity). Samasugune tava on füüsikas (v kiirus, velocity) ja teistes teadustes.

· Kreeka tähega Δ tähistatakse tavaliselt mingi suuruse muutu. π ja e jäägu vastavate matemaatiliste konstantide tähistusteks. Majanduses siiski tähte π kasutatakse kasumi (profit) tähistamiseks, kuna p on juba reserveeritud hinna jaoks ja arvu π majandus​mudelites enamasti ei kohta.

· Ladina tähestiku esimesi tähti a, b, c, … kasutatakse tavaliselt konstantide jaoks, viimaseid tähti x, y, z muutujate jaoks.

· Kui mudelis on ühe ja sama suuruse erinevad väärtused, siis kasutatakse  alaindekseid: x1, x2, x3, xmax.

· Võib kasutada ka mitmetähelisi tähistusi, siis on need tavaliselt suurtähtedega: AC keskmine kulu (average cost).

Eeldused

Mudeli koostamisel tuleb  teha mitmeid eeldusi:

1. Millised suurused tuleb mudelisse võtta ja millised välja jätta. 

2. Millised on muutujate vahelised seosed.

Mingi nähtuse esmakordsel modelleerimisel tehakse tavaliselt sellised eeldused, mis võimaldavad koostada võimalikult lihtsa mudeli: vähe muutujaid, vähe parameetreid, lineaarsed seosed. Seejärel võrreldakse mudelit arvandmetega ning kontrollitakse, kas eeldused kehtivad. Järgnevalt võib mudelit detailsemaks ja keerukamaks muuta: lisada sinna uusi suurusi, vajadusel tuua sisse mittelineaarsed seosed.

Seosed

Muutujate vaheliste seoste määramisel tuleb teha valik tüüpilisemate mudelites kasutatavate funktsioonide vahel (vt peatükk 7.4).  Keerukamate mudelite koostamisel kombineeritakse oma​vahel erinevaid lihtsamaid seoseid.  Piisava hulga arvandmete olemasolul on mõistlik koostada diagramm ning võrrelda punktiparve kuju lihtsamate funktsioonide graafikutega. Sobiva funktsionaalse kuju otsimisel on kasulik on leida vastused järgmistele küsimustele:

1. Mis juhtub, kui x on väike, kui x on suur?

2. Kas kasv (kahanemine) peab olema konstante, kiirenev või aeglustuv?

3. Kas on selliseid x väärtusi, mille korral 
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4. Kas peab eksisteerima lokaalne maksimum või miinimum?

Ühikud

Mudeli üldkuju kirjapanekul, kui parameetrite arvväärtusi pole veel määratud, konkreetseid ühikuid kasutada ei saa. Küll tuleb aga arvestada sellega, et liita saab ainult samades ühikutes mõõdetavaid suurusi. Näiteks ei saa mudel sisaldada summat 
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, kus  p on hind ja t aeg: raha ja aega ei saa omavahel liita. Küll aga võib kasutada summat 
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, kus a on parameeter. Sellisel juhul 
[image: image277.wmf]hinnaühik

parameetri  ühik=

ajaühik

a

 ning korrutise 
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 ühikuks on hinnaühik. Füüsikas tuntakse seda kui valemis esinevate suuruste dimensioonide kontrollimisega.

Mudeli konkreetse kuju kirjapanekul, kui parameetrite arvväärtused on määratud, tuleb aga kindlasti lisada ühikud. Vastasel korral mudeli järgi arvutusi teha ei saa. Olgu meil antud näiteks telerite nõutava koguse sõltuvus hinnast 
[image: image279.wmf]()200,03
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. Kui suur on nõudlus hinna 500 eurot korral? Kas 5 telerit? Aga kui mudelis on kogus antud hoopis tuhandetes?

Mudeli parameetrite arvväärtused sõltuvad kasutatud ühikutest. Ühe ja sama nõudlusfunktsiooni võib esitada, kasutades erinevaid ühikuid:
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, kus q on kogus (tuh tk) ja p hind (eurodes);
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, kus q on kogus (tk) ja p hind (eurodes);
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qpp

=-

, kus q on kogus (tuh tk) ja p hind (sadades eurodes).

Graafiline analüüs

Lisaks mudeli matemaatilisele kujule illustreeritakse mudeli käitumist ka graafiliselt. Kui probleemi kirjelduses on olemas vajalikud arvandmed, nii et saab määrata parameetrite väärtused ning esitada mudeli konkreetne kuju, kasutatakse graafiku koostamisel seda. Kui vajalikud arvandmed puuduvad ning konstrueeritakse vaid mudeli üldkuju, tuleb graafikus jaoks 

Järgnevalt vaatame mõningaid näiteid ja ülesandeid mudelite koostamise kohta. Osadel juhtudel on verbaalne mudel ette antud ning see tuleb vaid panna „matemaatika keelde“. 

Näide 7.5.1. Loomulik iive on sünni- ja surmajuhtude arvu vahe teatud piirkonnas. Nii sünni- kui ka surmajuhtude arv on võrdeline antud piirkonna rahvaarvuga. Panna kirja loomuliku iibe sõltuvus rahvaarvust. Milline on mudel kirjeldab rahvaarvu muutumist, kui see on põhjustatud loomulikust iibest?

Lahendus.

Võtame kasutusele järgmised tähistused:

i 
loomulik iive;

N
rahvaarv.

Sünnijuhtude arv on siis 
[image: image283.wmf]aN

 ja surmajuhtude arv 
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, kus a ja b on positiivsed konstandid, 
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, 
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. Demograafias nimetatakse neid vastavalt sündimuskordajaks ja suremuskordajaks. Loomulik iive
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Konstantide vahe 
[image: image288.wmf]ab
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 on samuti konstant, võtame selle jaoks kasutusele uue tähistuse: 
[image: image289.wmf]cab
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. Seda nimetatakse iibe kordajaks ja seda kasutades on loomuliku iibe mudel
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Näeme, et loomulik iive on võrdeline rahvaarvuga. Kui sündimuskordaja on suremuskordajast suurem (
[image: image291.wmf]ab

>

), on iibe kordaja positiivne (
[image: image292.wmf]0

c

>

) ja ka loomulik iive positiivne.  Vastupidisel juhul on iibe kordaja ning ka loomulik iive negatiivne. Arvestades seda, et iive on rahvaarvu muutumise kiirus ja teades, et eksponentsiaalse kasvu korral kehtib seosega 
(7.2.10)

, saame rahvaarvu muutumise jaoks eksponentsiaalse mudeli (7.5.1)

 analoogne seos  GOTOBUTTON ZEqnNum743726  \* MERGEFORMAT , kus t on aeg ja N0 rahvaarv ajahetkel t0. #

Matemaatiliste mudelite koostamisel tuleb kasutada tihti võrdelist ja pöördvõrdelist sõltuvust. Tuletame need siinkohal meelde.

Suurus y on võrdeline suurusega x, kui 
[image: image294.wmf]yax
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, kus a on konstant.

Suurus y on pöördvõrdeline suurusega x, kui 
[image: image295.wmf]a

y

x
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, kus a on konstant.

Näide 7.5.2. Eestis on keskmine vee tarbimine ühe elaniku kohta 100 liitrit ööpäevas, kuid see ei iseloomusta perede vee tarbimist. Pere suuruse kasvades ei kasva pere vajadused võrdeliselt pereliikmete arvuga. Näiteks kolmeliikmeline pere ei vaja kolm korda rohkem elamispinda, vett ja elektrienergiat kui üksinda elav inimene. Erinevad uuringud on näidanud, et pere vajaduste kasv on võrdeline ruutjuurega pereliikmete arvust. Avaldada pere poolt ööpäevas tarbitud vee kogus funktsioonina pereliikmete arvust. Kasutades vee tarbimist ühe elaniku kohta ja seda, et 2012. aasta rahvaloenduse andmeil on Eestis keskmise pere suurus 2,3 inimest, leida, mitu liitrit vett ööpäevas tarbib üksinda elav inimene ja mitu liitrit 4-liikmeline pere.

Lahendus.

Võtame kasutusele järgmised tähistused:

V 
vee tarbimine ööpäevas;
n
 pereliikmete arv.

Vee tarbimine on võrdeline ruutjuurega pereliikmete arvust:



[image: image296.wmf]()

Vnan

=

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.5.2)

kus a on positiivne konstant. Konstandi arvväärtus võib erinevates riikides olla erinev. Kasutame Eesti kohta toodud andmeid ja määrame parameetri a väärtuse. Selleks leiame keskmise pere (liikmete arv 2,3) ööpäevase vee tarbimise, kasutades tarbimist elaniku kohta. Teiselt poolt rakendame keskmise pere jaoks mudelit (7.5.2)

.

Keskmise pere tarbimine

[image: image297.wmf]2,31002,3
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, millest 
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Nüüd mudeli põhjal üksiku inimese tarbimine  
[image: image299.wmf](1)2,31001152
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 l ööpäevas.

4-liikmelise pere tarbimine 
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Mudelite korral võib võrdelisus ja pöördvõrdelisus olla antud ka argumendi x mingi funktsiooni suhtes. Näiteks:

Suurus y on võrdeline suuruse x ruutjuurega: 
[image: image301.wmf]yax

=

, kus a on konstant.

Suurus y on pöörvõrdeline suuruse x ruuduga: 
[image: image302.wmf]2
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, kus a on konstant.

Näide 7.5.3. Kui mingi hüvise nõutav kogus ja pakutav kogus on võrdsed, on tegemist turutasakaaluga ning vastav hind on tasakaaluhind. Kui hind on tasakaaluhinnast suurem, on nõutav kogus väiksem kui pakutav kogus. Tasakaaluhinnast väiksema hinna korral on nõutav kogus pakutavast kogusest suurem. Mõlemal juhul liigub hind tasakaaluhinna poole ja seda nimetatakse hinnakorrektsiooniks. Kuidas võiks modelleerida hinna muutumise kiiruse sõltuvust nõutavast ja pakutavast kogusest?

Lahendus.

Paneme kirja nõuded, mis lähtuvad turu loogikast ja mida mudel peab rahuldama:

1. Kui nõutav kogus on pakutavast kogusest suurem, peab hind kasvama: hinna kiirus peab olema positiivne.

2. Kui nõutav kogus on pakutavast kogusest väiksem, peab hind kahanema: hinna kiirus peab olema negatiivne.

3. Kui nõutav kogus ja pakutav kogus on võrdsed, siis hind ei muutu: hinna kiirus peab olema null.

Eeldus: Eeldame, et hinna muutumise kiirus on võrdeline nõutava koguse ja pakutava koguse vahega.

Olgu nõutav kogus qD, pakutav kogus qS ja hinna muutumise kiirus k. Mudeli matemaatiline kuju on siis
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kus a on positiivne konstant, 
[image: image305.wmf]0
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. Mudel vastab kirjapandud nõuetele: kui nõutav kogus on suurem kui pakutav kogus, 
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qq

>

, on hinna muutumise kiirus positiivne ja hind kasvab. Kui nõutav kogus on pakutavast kogusest väiksem, 
[image: image307.wmf]DS
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, on hinna muutumise kiirus negatiivne ja hind kahaneb. Hind muutub seni, kuni pakutav ja nõutav kogus saavad võrdseks. Sellisel juhul on hinna muutumise kiirus null, hind enam ei muutu ja turul on kujunenud tasakaal. Vastavad graafikud on toodud joonisel 7.1.1. Mudel (7.5.3)

 on majandusteoorias tuntud kui Evansi hinna korrigeerimise mudel. #

Avaldise 
(7.5.3)

 paremal pool on kolm suurust: konstant a, mis on mudeli parameeter, ja kaks muutujat, mis on funktsiooni argumentideks. Et oleks arusaadav, millised suurused on muutujad, tuleb funktsiooni tähistuses need esitada sulgudes:  GOTOBUTTON ZEqnNum197143  \* MERGEFORMAT . See on kahe muutuja funktsioon, mida üldiselt tähistatakse 
[image: image309.wmf]12
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Hinnakorrektsiooni mudeli korral tuleb kindlasti anda ka tingimus mudeli parameetri jaoks: 
[image: image310.wmf]0
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. Vastasel korral eeldatakse, et parameeter võib olla suvaline reaalarv, kuid antud mudeli korral ei saa a negatiivne olla. Negatiivse a korral hind kahaneks, kui nõutav kogus on pakutavast kogusest suurem ja see ei vasta majandusloogikale. 

Näide 7.5.4. Aktsiis on maks, mida riik kehtestab teatud kaubale ja mis laekub riigieelarvesse. Eestis on aktsiisiga maksustavateks kaupadeks ehk aktsiisikaupadeks alkohol, tubakas, kütus ja elektrienergia. Aktsiisimaksu suurendamine annab iga müüdud tooteühiku kohta riigieelarvesse lisatulu, kuid kuna hind selle tõttu tõuseb, siis nõutav kogus väheneb, mille tagajärjel võib kokkuvõttes maksutulu väheneda. Kui aktsiisimaksu tõsta x eurot tooteühiku kohta, milline võiks olla maksutõusu x piir, et maksutulu ei hakkaks vähenema?

Lahendus.

Mudeli formuleerimiseks kasutame järgmisi suurusi.

	Kirjeldus
	Tüüp
	Tähistus
	Ühikud

	Nõutav kogus praegu
	Parameeter
	q
	Tooteühik

	Tooteühiku aktsiis praegu
	Parameeter
	m
	Eurot

	Aktsiisi suurenemine 1 tooteühiku kohta
	Muutuja
	x
	Eurot


Eeldused

1. Praegu müüakse q tooteühikut kuus ja iga müüdud ühiku kohta on aktsiis m eurot. 

2. Müügi vähenemine on võrdeline hinna suurenemisega.

3. Hinna suurenemine on võrdne aktsiisi suurenemisega. 

Mudeli formuleerimine

Praegu on aktsiis m eurot tooteühiku kohta, peale aktsiisimaksu suurenemist 
[image: image311.wmf]mx

+

 eurot. Eelduste 2 ja 3 põhjal müüakse peale aktsiisi suurenemist 
[image: image312.wmf]qkx
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 tooteühikut kuus, kus k on positiivne konstant. Maksutulu on müüdud ühikute arv korda ühe ühiku pealt laekuv aktsiis: 
[image: image313.wmf]qm

 praegu ja 
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 pärast aktsiisimaksu suurenemist. Maksu suurenemisega kaasnev maksutulu muutus



[image: image315.wmf]2

()()[()]

qkxmxqmqmkxmqxkxqmxqkmx

-+-=-+--=-+

.

Näeme, et maksutulu muutus on positiivne, kui 
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Aktsiisist saadav tulu suureneb aktsiisimaksu tõstmisel juhul, kui aktsiisi suurenemine ühe ühiku kohta x rahuldab tingimust (7.5.4)

.  Praegune nõudlus q ja praegune aktsiisimaks ühe ühiku kohta m on tavaliselt teada. Lisaks tuleb määrata võrdeteguri k arvväärtus, milleks on vaja määrata nõutav kogus kahe erineva hinna korral. #

Näide 7.5.5. Banaanide hulgimüügiga tegelev ettevõte müüb aastas kindla koguse banaane, mis imporditakse Ecuadorist. Arusaadavalt ei tellita korraga tervet aastakogust, vaid aasta jooksul tellitakse mitu partiid. Iga tellitud partiiga kaasnevad hankekulud, mis ei sõltu partii suurusest: merekonteineri eest tuleb maksta ühesugune hind ka siis, kui see on pooltühi.  Lisaks hankekuludele esinevad säilituskulud: kulud elektrienergiale säilitustingimuste tagamiseks ning kapitalikulu. Kapitalikulu seisneb selles, et tellitud partii eest tuleb kohe maksta, milleks kasutatakse arvelduskrediiti. Edasimüügist saadakse raha tagasi aga järkjärgult ning senikaua tuleb pangale maksta intressi. Säilituskulude analüüsi tulemusena on leitud 1 tonni banaanide säilituskulud aastas. Probleem: Kuidas sõltuvad hulgimüügi ettevõtte kulud ühekordselt tellitud partii suurusest ning kas on olemas optimaalne partii suurus, mille korral on kulud minimaalsed. 

Lahendus.

Kasutame järgmisi suurusi:

	Kirjeldus
	Tüüp
	Tähistus
	Ühikud

	Aastas müüdav kogus
	Parameeter
	Q
	Tonni

	Ühe partii hankekulud
	Parameeter
	ch
	Eurot

	Ühe tonni säilituskulud aastas
	Parameeter
	cs
	Eurot

	Ühekordselt tellitava partii suurus
	Muutuja
	q
	Tonni

	Kaubavaru laos
	Muutuja
	x
	Tonni

	Aasta jooksul tellitavate partiide arv
	Muutuja
	n
	

	Kahe partii vaheline ajavahemik
	Muutuja
	Δt
	Aastat

	Hankekulud aastas
	Muutuja
	Ch
	Eurot

	Säilituskulud aastas
	Muutuja
	Cs
	Eurot

	Kogukulud aastas
	Muutuja
	C
	Eurot


Eeldused

1. Ühe partii hankekulud ei sõltu partii suurusest.

2. Aastas tellitakse n partiid ning ajavahemik kahe partii saabumise vahel on Δt.
2. Peale partii q saabumist lattu hakatakse seda kohe müüma ning kaubavaru laos x väheneb lineaarselt kuni nullini. Seejärel saabub uus partii. Laos oleva kaubavaru x muutus ajas on sellisel juhul „saehamba“ kujuline (vt joonis 7.5.1).

Mudeli formuleerimine

Kogukulud on hankekulude ja säilituskulude summa ning sõltuvad partii suurusest q:
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Hankekulud aastas saame, kui partiide arvu n korrutame ühe partii hankekuludega
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Arvestame sellega, et partiide arv on määratud aastase koguse Q ja ühe partii suuruse q suhtega, 
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 ning teeme vastava asenduse
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Säilituskulude leidmiseks arutleme järgmiselt. Kui tellitakse partii suurusega q ja hoitakse seda laos aja Δt jooksul, on säilituskulud 
[image: image322.wmf]s
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. See on joonise 7.5.2 paneelil (a) oleva ristküliku pindala. Tegelikult aga toimub müük ning laos olev kogus väheneb aja Δt jooksul nullini (paneel (b)). Sellisel juhul on säilituskulud võrdsed kolmnurga pindalaga 
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Kui aasta jooksul tellitakse n partiid, siis on aastas n perioodi pikkusega Δt ja meil on n kolmnurka (joonis 7.5.2 paneel (c)). Summaarsed säilituskulud aastas on võrdsed n kolmnurga pindalaga:
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Kuna ajaühikuks on meil üks aasta, siis ajavahemik kahe kaubapartii tellimise vahel 
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Kogukulud on nüüd
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Lisaks ühekordselt tellitava partii suurusele q sõltuvad kogukulud kolmest konstandist: aasta jooksul tellitav kogus Q, ühe partii hankekulud ch ja ühe tonni säilituskulud aastas cs. Kogukulud koosnevad kahest liidetavast, esimene on pöördvõrdeline partii suurusega ja teine sellega võrdeline. 

Joonisel 7.5.3 on esitatud nii kogukulude kui ka eraldi hanke- ja säilituskulude graafikud. Hankekulud Ch on pöördvõrdelised partii suurusega ja graafikuks on hüperbool. Säilituskulud Cs on võrdelised partii suurusega ja graafikuks on sirge. Kogukulude C graafik langeb väikeste partiide korral kokku hüperbooliga, sest siis on säilituskulud väikesed ja põhilise osa kogukuludest annavad hankekulud. Suurte partiide korral on kogukulude graafik sirge, sest siis on hankekulud väikesed ning põhiline osa tuleb säilituskuludest. Jooniselt on ka näha, et kogukulud on minimaalsed siis, kui säilituskulud ja hankekulud on võrdsed. See on oluline kulude minimeerimise seisukohalt: tuleb valida selline partii suurus, mille korral kogukulud on minimaalsed.

Kogukulude miinimum on  leitav ka diferentsiaalarvutuse teel, kasutades optimeerimise tehnikat. Selleks tuleb leida kogukulude tuletis partii suuruse q järgi, võrdsustada tuletis nulliga ja saadud võrrandist leida optimaalne partii suurus qopt. 
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Järgnevalt leiame kogukulud optimaalse partii suuruse korral ehk minimaalsed kulud. Hankekulud optimaalse partii korral (avaldisest (7.5.5)

)
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Säilituskulud optimaalse partii korral (avaldisest (7.5.6)
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Näeme, et optimaalse partii korral on hanke- ja säilituskulud võrdsed. Kogukulud on nende summa
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Vastus: Kogukulude sõltuvus partii suurusest 
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Näites tuletatud valemeid võib kasutada suvalise kauba tellimuste planeerimisel, kui kaupa tellitakse mitu korda aastas. On veel mitmeid erinevaid kaubavarude juhtimise mudeleid, mis mõeldud kasutamiseks erinevates situatsioonides. Kaupade tellimine, transport, ladustamine – sellega tegeleb logistika. Logistilised kulud moodustavad ligikaudu 10% maailmamajanduse kogutoodangust ning nende vähendamisest on huvitatud kõik riigid ja ettevõtted. 

Näites 7.2.5 nägime, et mõnikord on mudeli koostamise algetapil otstarbekas võtta kasutusele rohkem suurusi, kui hiljem mudelisse jääb. Antud juhul olid need partiide arv n, kaubavaru laos x ja  kahe partii vaheline aeg Δt. Nende kasutamine teeb mudeli koostamise  lihtsamaks.

Näide 7.5.6. Kuni 1992. aasta lõpuni kehtis Eestis progressiivne tulumaks: maksustatava tulu kasvades kasvas ka maksumäär ning kasutusel oli kolm erinevat maksumäära. Maksustatav tulu kuni 1080 krooni aastas maksustati määraga 16%.  Maksustatava tulu 1081 kuni 1800 krooni korral oli tulumaks 173 kr + 24% summast üle 1080 krooni. Kui maksustatav tulu oli 1801 ja rohkem, oli tulumaks 346 kr + 33% summast üle 1800 krooni. Maksuvaba tulu muudeti iga kuu ning  aasta maksuvaba tulu arvutamisel lähtuti üksikutele kuudele kehtestatud maksuvaba tulu määradest (EV rahandusministri määrus 21. oktoobrist 1992 nr 80).  1992. aastal oli maksuvaba tulu aastas kokku 1080 krooni. Keskmine palk oli 1992. aastal 35 eurot ehk 548 krooni kuus, aastas järelikult 6573 krooni. Avaldada tulumaksu suurus funktsioonina aastasest brutotulust.

Lahendus.

Olgu brutotulu aastas B. Maksustatav tulu on siis 
[image: image335.wmf]1080
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. Tulumaksu suurust kirjeldava funktsiooni määramispiirkond on jaotatud neljaks osaks (esimene vahemik on nullist kuni 1080 kroonini). Vahemike kirjapanekul arvestame sellega, et tekstis on antud piirid maksustatava tulu jaoks, meil tuleb need kirja panna brutotulu jaoks, millest maksuvaba tulu ei ole veel maha lahutatud. Vahemikud on järgmised:

1. 
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, tulumaks 0 krooni;

2. 
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, tulumaks 16% maksustatavast tulust;

3. 
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, tulumaks 173 kr + 24% maksustatavast tulust üle 1080 kr;

4. 
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,  tulumaks 346 kr + 33% maksustatavast tulust üle 1800 kr.

Paneme nüüd iga vahemiku jaoks kirja tulumaksu arvutusvalemi brutotulu alusel: 

1. 
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2.  
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3. 
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Kirjutame tulemuse kompaktselt välja, tähistades tulumaksu tähega M. 



[image: image347.wmf]0,01080

0,16172,8,10802160

()

0,24345,4,21602880

0,33604,4,2880

B

BB

MB

BB

BB

££

ì

ï

-<£

ï

=

í

-<£

ï

ï

-<

î


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.5.8)

Funktsiooni M(B) kuju on erinevates määramispiirkonna vahemikes erinev. Funktsiooni graafikuks on murdjoon (joonis 7.5.4), mis koosneb erineva tõusuga sirglõikudest: tükati lineaarne funktsioon. #

Selline situatsioon, kus erinevates vahemikes on funktsioonil kas erinev kuju või on parameetrite arvväärtused erinevad, võib esineda üpris sageli ja siis kasutatakse funktsiooni kirjapanekuks kirjutusviisi (7.5.8)

, kus esitatakse funktsiooni avaldis iga vahemiku jaoks eraldi.


ÜLESANDED

1. Talunikul on ristkülikukujuline põld, mis on kolmest küljest piiratud taraga kogupikkusega 300 meetrit. Põllu üks pikem külg kulgeb paralleelselt jõega ja seal tara pole. Avaldada põllu pindala funktsioonina põllu laiusest. 

1. Koolieelse lasteasutuse tervisekaitsenõuded näevad ette, et sõimerühma mänguväljaku pindala peab olema vähemalt 7,5 m2 ühe lapse kohta. Omavalitsus soovib rajada uut lastesõime, mille juurde on planeeritud ruudukujuline mänguväljak. Mänguväljak tuleb igast küljest piirata aiaga ning väljaku maksumuse kalkuleerimiseks on vaja teada aia pikkust. Avaldada aia pikkus funktsioonina laste arvust, kui on täidetud tervisekaitsenõuetega ette nähtud miinimumnorm.

1. Kommivabrikus kasutatakse erinevate kommisortide tegemiseks samu seadmeid, mis seadistatakse iga sordi jaoks ümber. Seadistamine nõuab kvalifitseeritud tööjõudu, millega kaasnevad tööjõukulud. Lisaks  tuleb arvestada sellega, et seadistamise ajal tootmisliin ei tööta, seega tekib saamata jäänud tulu. Seetõttu esinevad seadistuskulud, mis on võrdelised seadmete arvuga. Tegevuskulud on aga pöördvõrdelised seadmete arvuga, sest suurema arvu seadmetega on võimalik partii kiiremini ja väiksema töötajate arvuga valmis teha ning töötasuks kulub raha vähem. Avaldada kogukulud (seadistuskulud + tegevuskulud) funktsioonina seadmete arvust.

1. Rongipileti maksumus on võrdeline ruutjuurega vahemaast kilomeetrites. 

a) Panna kirja vastav mudel.

b) Kui 173 kilomeetri kaugusele maksab pilet 6,7 eurot, kui palju maksab pilet 100 km kaugusele?

1. USA-s sõltub suuremate majade hind lisaks maja pindalast ka majas olevate vannitubade arvust. Hinna kalkuleerimiseks kasutatav mudel koosneb kahest liidetavast: üks on võrdeline maja pindalaga ja teine võrdeline vannitubade arvu ruuduga. Panna kirja vastav mudel.

1. Muuseumil on gruppide jaoks eraldi hinnakiri. Grupid, kus on kuni 30 inimest, maksavad iga inimese kohta 2,50 eurot, suuremate gruppide korral tuleb iga inimese kohta maksta 2 eurot. Avaldada grupikülastuse eest makstava tasu suurus funktsioonina grupi suurusest.

1. Viirusliku epideemia levikukiirus piirkonnas on võrdeline nii nakatunud inimeste arvuga kui ka veel nakatumata inimeste arvuga. Avaldada epideemia levikukiirus funktsioonina nakatunud inimeste arvust. Milline kõver kirjeldab sellisel juhul nakatunud inimeste arvu sõltuvust ajast?

1. Ettevõte valmistab merekonteinereid mahuga 69 m3, mille pikkus on kolm korda suurem laiusest. Konteineri seinteks kasutatava materjali maksumus on 1,5 euro/m2, põhi ja lagi tehakse materjalist maksumusega 2 euro/m2. Avaldada konteineri materjalikulud funktsioonina konteineri laiusest.

1. Sotsiaaldemokraatliku Erakonna programmis 2011. aasta Riigikogu valimistel oli üheks punktiks progresseeruva tulumaksu kehtestamine: maksustada 1000 eurot kuus ületav maksustatav tuluosa 26%-lise maksumääraga. Kuni 1000 euroni jääks kehtima maksumäär 21%. Avaldada sellise süsteemi korral isiku poolt kuus makstav tulumaks funktsioonina kuu brutotulust. Maksuvabaks miinimumiks võtta 2012. aastal kehtinud 144 eurot kuus.

Järgmised probleemid on mõeldud lahendamiseks meeskonnatööna. Tuleb

1) konstrueerida matemaatiline mudel;

2) võimaluse korral leida mudeli parameetrite arvväärtused;

3) illustreerida mudeli käitumist graafiliselt;

4) viia läbi esitlus, kus tutvustatakse probleemi ja vastavat matemaatilist mudelit.

1. Ettevõte „Lõbus reis“ rendib busse linnaekskursioonideks. Erineva suurusega gruppide jaoks on ettevõte on kujundanud välja järgmise hinnapoliitika. Kui grupi suurus ei ületa 40 inimest, on bussi hind päevas fikseeritud: 1200 eurot, sõltumata inimeste arvust. Kui grupi suurus jääb 40 ja 80 vahele, maksab igaüks 30 eurot miinus soodustus.  Igale grupi liikmele tehtava soodustuse suurus sõltub sellest, kui palju grupi suurus ületab arvu 40, soodustus on 25 senti iga seda piiri ületava inimese kohta. Kõige odavam tariif on bussiettevõttel sellistele gruppidele, kus on 80 või rohkem inimest: igaüks maksab 20 eurot. Avaldada bussiettevõtte tulu sõltuvus grupi suurusest analüütiliselt ja graafiliselt.

1. Kohalik ettevõtja kavatseb oma poodi tööle võtta müüja ning kaalutleb, millise mudeli järgi müüjale palka maksta. Seaduses on ette nähtud miinimumpalk ehk töötasu alammäär kuus, mida tuleb kindlasti maksta. Miinimumpalka ületava osa kavatseb ettevõtja aga siduda poe läbimüügiga. Seos peaks olema selline, et väikese läbimüügi korral kasvab läbimüügi kasvades palk kiiremini, suure läbimüügi korral on palgakasv aeglasem. Lisaks soovib ettevõtja, et keskmise läbimüügi korral oleks müüa kuupalk 2/3 eelmise aasta keskmisest palgast vastavas maakonnas. Eelmisel neljal kuul oli poe läbimüük 2213, 1981, 1957 ja 2111 eurot kuus. Koostada esitatud tingimustele vastav palgamudel ja leida müüa palk erinevate läbimüügi väärtuste korral (koostada graafik).

1. Maailmas on levinud mitmeid püramiidskeeme kasutavad ärimudelid. Püramiidskeemi korral makstakse liitumisel liitumistasu. Seejärel tuleb värvata uusi liikmeid, kes omakorda teevad ühekordse sissemakse.  Kui isikust A allpool on kogunenud teatud arv liitunuid, siis isik A saab nende liitumistasud endale, mis motiveerib värbama uusi liikmeid. Skeemis, mille nimetuseks on „Eight-Ball“ peab iga liituja värbama 2 inimest. Need 2 inimest peavad mõlemad enda alla leidma järgmised 2 inimest ning need veel omakorda enda alla 2 inimest. Kui skeemiga liitunu alla on tekkinud 3 taset, siis muutub liitunu „kapteniks“ ning saab kolmanda taseme liikmemaksud endale. Analüüsida sellist skeemi ja leida vastused järgmistele küsimustele:

a) Kuidas saadud tulu sõltub sissemaksust? Kui püramiidskeemi loojad nimetavad sissemaksu maksmist „investeeringuks“, siis mitmeprotsendilist tulu saavad nad sellisele investeeringule reklaamida?

b) Mitu taset on sellise püramiidiga võimalik Eesti saavutada? Kui suur oleks sellisel juhul kaotajate (need kel ei õnnestu „kapteniks“ saada) osakaal?

c) Kas on võimalik leida tingimus kaotajate osakaalu määramiseks ka üldjuhul?

1. 1936. aastal publitseeris aeronautika insener Thomas P. Wright artikli, milles ta analüüsis lennukite tootmiseks vajalike töötundide arvu. Kui esimese lennuki tootmiseks kulus 100 000 töötundi, siis teise lennuki  jaoks 80 000, neljanda lennuki jaoks 64 000 jne. Koostada mudel, mis võimaldab leida k-nda lennuki koostamiseks kulunud töötundide arvu ja illustreerida seost graafiliselt. Lisaks koostada mudel, mis võimaldaks leida esimese k lennuki valmistamiseks kulunud summaarset töötundide arvu. Viimase mudeli põhjal tuletada ka valem kogukulude jaoks, kui kulud koosnevad kahest komponendist: tööjõukulu ja materjalikulu.


ÜLESANNETE VASTUSED

7.5.1. 
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, kus S on põllu pindala ruutmeetrites ja b põllu laius meetrites.

7.5.2. 
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, kus Ü on mänguväljaku ümbermõõt meetrites ja n laste arv.

7.5.3. 
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, kus C on kogukulud, n seadmete arv ning a ja b positiivsed  konstandid.

7.5.4. a) 
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, kus p on pileti hind, s vahemaa kilomeetrites ning a positiivne konstant; 


b) 5,9 eurot.

7.5.5. 
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, kus p on maja hind, S maja pindala, n vannitubade arv, a ja b positiivsed konstandid.

7.5.6. 
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, kus T on tasu suurus eurodes ning n grupi suurus.

7.5.7.
[image: image354.wmf]()()

vnanNn

=-

, kus v on epideemia levikukiirus, N piirkonna elanike arv ning n nakatunud inimeste arv. Nakatunud inimeste arvu muutumist kirjeldab logistiline kõver.

7.5.8. 
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, kus C on materjalikulu eurodes ning a konteineri laius meetrites.

7.5.9. Kui B on brutotulu kuus, siis tulumaks 
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1. Regressioonanalüüs
Matemaatilisi mudeleid on võimalik konstrueerida vaid paberi ja pliiatsi abil, kasutades loogilist arutelu. Tehes mitmesuguseid eeldusi, tegutseme me teatud idealiseeritud maailmas ja reaalne maailm on kuskil tagaplaanil. Kui me aga soovime, et mudelid poleks ainult matemaatika uurimisobjektiks, tuleb neid seada vastavusse reaalse maailmaga. Seda saab teha läbi arvandmete, mis on kogutud eksperimendi või vaatluse käigus. Kuna andmed tulevad kogemuslikust maailmast, siis nimetatakse neid ka vastavate suuruste empiirilisteks väärtusteks. Termin „empiiriline“ tuleb kreekakeelsest sõnast εμπειρική, mis tähendab kogemuslikku. 

Majanduses  pole enamasti võimalik eksperimenti läbi viia ja põhiliseks andmekogumis​meetodiks on vaatlus. Selle alla mahuvad nii küsitlused kui ka dokumentaalvaatlused: andmete kogumine paberdokumentidelt või elektroonsel kujul. Peatükis „Majandusstatistika“ tutvuti Eesti Statistikaameti andmebaasi kasutamisega.  Lisaks sellele on võimalik kasutada Euroopa Ühenduste Statistikaameti Eurostat andmebaasi, OECD ja ÜRO ning paljude teiste organisatsioonide andmebaase. Viiteid neile leiab Eesti Statistikaameti kodulehelt www.stat.ee  märksõna „Rahvusvaheline statistika“ alt. Palju statistilisi andmeid tekib ettevõtte tegevuse käigus: raamatupidamis-, laoarvestus- ja müügiprogrammid, kõik salvestavad andmeid. 

Arvandmed abistavad mudelite koostamisel mitmel moel:

1. Andmed aitavad valida mudelis kasutatavate seoste kuju: lineaarne, eksponentsiaalne vms. Majanduses, eriti ajalise muutuse ehk trendi kirjeldamisel kasutatakse väga palju empiirilisi mudeleid, mis põhinevad ainult arvandmetel.

2. Andmed võimaldavad määrata mudelis esinevate parameetrite arvväärtusi.

3. Andmed on vajalikud mudeli testimiseks: kas mudel kirjeldab reaalset maailma piisavalt hästi.

Näidetes 7.2.4 (Maa rahvastik) ja 7.3.4 (Eesti mobiilsidevõrgu kliendid) on mudelite koostamisel lähtutud teoreetilistest kaalutlustest, andmete alusel on leitud mudelite parameetrid.  Näites 7.3.2 (Üliõpilaste arvu kasv) on aga tegemist puht empiirilise mudeliga. 

Kõigi eespool toodud kolme juhu korral kasutatakse regressioonanalüüsi. See võimaldab leida nii mudeli parameetreid kui ka hinnata, kui hästi meie mudel empiirilistele andmetele vastab.

Regressioonanalüüs uurib suuruste vahelist sõltuvust ja võimalusi selle funktsionaalseks kirjeldamiseks etteantud valemi põhjal.

Vaatame kõige lihtsamat matemaatilist mudelit, milleks on lineaarne mudel:



[image: image357.wmf]()

yxaxb

=+

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.6.1)

Funktsiooni (7.6.1)

 graafikuks on sirge xy-tasandil. Kui soovime määrata parameetrite a ja b arvväärtusi, siis me otsime kõikvõimalike sirgete hulgast üht konkreetset sirget, mille tõus on a ja algordinaat b. Lineaarse mudeli parameetrite leidmist regressioonanalüüsi abil nimetatakse lineaarseks regressioonülesandeks.
Olgu meil erinevatele x väärtustele vastavad y väärtused, n erinevat arvupaari:

	x väärtused
	x1
	x2
	…
	xi
	…
	xn

	y väärtused
	y1
	y2
	…
	yi
	…
	yn


Need arvupaarid määravad xy-tasandil ära n punkti (joonis 7.6.1.). Lineaarne regressioon​ülesanne seisneb selles, et läbi  punktiparve tuleb tõmmata sirge, mis võimalikult hästi kirjeldab seda punktiparve. Punktiparve kirjeldab hästi selline sirge, mille korral üksikute punktide y-telje sihilised kaugused sirgest on võimalikult väikesed, kõik punktid on sirgele nii lähedal kui võimalik.  

Vähimruutude meetodi korral minimeeritakse sirge ja üksikute punktide vaheliste y-telje sihiliste kauguste ui ruutude summat
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See on funktsiooni minimeerimise probleem ning selle lahendamine annab valemid sirge (7.6.1)

 parameetrite a ja b jaoks. Kuna valemid on komplitseeritud ning regressioonanalüüsi viiakse läbi arvuti abil (kuhu need valemid on sisse programmeeritud), siis siin neid ära ei tooda. 
Järgnevalt vaatame näidetes 7.6.1 ja 7.6.2, millised näevad regressioonanalüüsi diagrammid välja Excelis ja kuidas neid tõlgendatakse. Seejärel näites tuuakse näites 7.6.3 näpunäited, kuidas Excelis regressioonjoont diagrammile kanda.

Näide 7.6.1. Tabelis on toodud ettevõtte kulud erineva tootmismahu korral. Leida kulu​funktsioon, kasutades lineaarset regressiooni. Kui suured on kulud tootmismahu 650 ühikut korral?

	Tootmismaht
	500
	522
	540
	580
	595
	622
	633
	640

	Kulud (eurot)
	20140
	20350
	22000
	22580
	23000
	23850
	23990
	24520


Lahendus.

Otsime kulufunktsiooni kujul
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kus q on tootmismaht, C0 fikseeritud kulu ja a muutuvkulu tooteühiku kohta.

Kulufunktsiooni parameetrite määramiseks koostame Excelis diagrammi ja lisame lineaarse trendijoone (Linear Trendline) koos joone võrrandiga (joonis 7.6.3). Sirge võrrandiks on 
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. Programmis Excel tähistatakse argumenti alati tähega x ning sõltuvat muutujat tähega y. Mudeli konkreetse kuju esitamisel kasutame aga meie poolt valitud tähistusi, kulufunktsiooniks on 
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Leiame nüüd kulud tootmismahu 
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korral: 
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Vastus: Kulufunktsiooniks on 
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, kus q  on tootmismaht. Tootmismahu 650 korral on kulud 24704,5 eurot. #

Tavaliselt leitakse lisaks regressioonmudeli parameetritele ka mudeli kirjeldusvõime näitaja: determinatsioonikordaja R2 (R Square). 

Determinatsioonikordaja näitab, kui suur osa suuruse y muutusest on mudeliga ära kirjeldatud.

Joonisel 7.6.3 olev determinatsioonikordaja 
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 tähendab, et 96,4% kulude muutumisest on tingitud tootmismahu muutusest. Ülejäänud 3,6% on tingitud muudest põhjustest, mida mudelisse pole sisse võetud. Determinatsioonikordaja väärtus võib olla 0 ja 1 vahel ning mida suurem determinatsiooni​kordaja on, seda suurem on regressioonmudeli kirjeldusvõime (vt joonis 7.6.5). Kui 
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, asuvad kõik punktid täpselt sirgel, kuid empiiriliste andmete korral seda kunagi ei juhtu.

Vähimruutude meetodit saab kasutada ka mittelineaarsete mudelite parameetrite määramiseks. Sellisel juhul pole küll alati võimalik tuletada parameetrite jaoks arvutusvalemeid, kuid arvuti ja vastava tarkvara abil on minimeerimine (7.6.2)

 võimalik.

Näide 7.6.2. Näites 7.3.2 oli toodud üliõpilaste arvu kasvu kirjeldav logaritmiline mudel Eestis aastatel 1997-2006. Mudeli koostamiseks vajalikud arvandmed on toodud tabelis. Regressioon​analüüsi abil leida nii lineaarne kui ka logaritmiline trend ning veenduda, et logaritmiline trend kirjeldab seda kasvu paremini.

	Aasta
	1997
	1998
	1999
	2000
	2001
	2002
	2003
	2004
	2005
	2006

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Üliõpilaste arv, tuh
	34,5
	40,6
	49,6
	56,4
	60,4
	63,6
	65,7
	67,7
	68,3
	68,8


Lahendus.

Tuletame meelde, et kui mudelis on argumendiks aeg, siis ei kasutata kalendriaastaid vaid ajamuutujat t ning t on aastates, nii et 
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 aastal 1997. Antud juhul ei saa ajamuutuja t algväärtuseks võtta 0, sest siis ei saa proovida logaritmilist mudelit.  Programmis Excel on koostatud kaks diagrammi, üks lineaarse ja teine logaritmilise trendijoonega (joonis 7.6.5). Jooniselt näeme, et logaritmilise mudeli determinatsioonikordaja 
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 on suurem kui lineaarse mudeli determinatsioonikordaja 
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. Järelikult logaritmiline trendimudel kirjeldab seda kasvu paremini, mida kinnitab ka visuaalne hinnang. #

Kui me mudeli kuju valikul lähtume ainult empiirilistest andmetest, siis tuleb läbi proovida mitmed erineva kujuga mudelid ning determinatsioonikordaja põhjal otsustada, milline mudel on kõige parem.

Näide 7.6.3. Programmis Excel  koostada lineaarse regressioonjoonega diagramm, mis on toodud joonisel 7.6.3. Exceli fail „regressioon.xlsx“.

1. Valida välja andmed lahtrites A6:B14.

2. Nupurealt Insert valida diagrammitüüp Scatter , Scatter with only Markers [image: image370.png]



3. Tekib diagramm:

4. Diagrammi tuleb korrigeerida: muuta diagrammi pealkirja, lisada telgedele suuruste nimetused ja muuta telgedel skaala alguspunkte, nii et punktiparv oleks üle terve diagrammivälja.

5. Kontrollida, et diagramm oleks valitud ning nupuribade komplektist  Chart Tools alt valida Layout ja sealt Axis Titles.
6. Horisontaaltelje pealkirjaks (Primary Horisontal Axis Title) kirjutada „Tootmismaht“.

7. Vertikaaltelje pealkirjaks (Primary Vertical Axis Title) kirjutada  „Kulud, eurot“.

8. Nupureal Layout valida Axes -> Primary Horizontal Axes -> More Primary Horizontal Axes Options.
9. Aknas Format Axes valida Axes options -> Minimum: Fixed ja lahtrisse kirjutada arv 500.
10. Analoogselt muuta vertikaaltelje miinimumi väärtuseks 20000.
11. Diagrammi pealkirja muutmiseks valida nupurealt Layout -> Chart Title.
12. Eemaldada diagrammilt legend, see on ülearune ja võtab ruumi. Selleks valida nupurealt Legend -> None või lihtsalt märkida diagrammil legend ära ja kustutada.
13. Korrigeeritud diagramm peab välja nägema nii:
14. Trendi lisamiseks kontrollida, et diagramm oleks valitud ning nupurealt Layout valida Trendline   [image: image371.png]


  ja More Trendline Options.

15. Avaneb aken Format Trendline.

16. Aknas valida trendijoone tüübiks lineaarne: Linear.

17. Regressioonmudeli ja determinatsioonikordaja esitamiseks märkida valikud Display equation on Chart ja Display R-squared value on chart. 

18. Tulemuseks lisatakse diagrammile lineaarne regressioonjoon, joone võrrand ja determinatsioonikordaja (vt joonist  7.6.3). #

Samasuguse tulemuseni jõudmiseks on muid võimalusi. Diagrammil oleva objekti (näiteks telg) muutmiseks tuleb selle peal teha topeltklõps. Trendijoone lisamiseks teha diagrammiväljal mõne punkti peal hiire parempoolne klõps ja avanevast menüüst valida Add Trendline.


ÜLESANDED

Ülesannete andmed on toodud Exceli failis „regressioon.xlsx“.

1. Pered, kellel on suurem sissetulek, saavad ka kulutada rohkem. Kogukulude kasvades ei kasva aga kulutused toidule, haridusele, riietele jms ühesuguse kiirusega. Tarbimismudelid näitavad, kuidas perede kulutused erinevates valdkondades sõltuvad perede kogukuludest. Exceli failis on toodud 2011. a andmed leibkonnaliikme kulutuste kohta aastas: kulud kokku ja vaba aja kulud. Andmed pärinevad Eesti Statistikaameti leibkonna eelarve uuringust, valimisse kuulub üle 7000 leibkonna aastas. 

a) Kasutades toodud andmeid, leida lineaarne regressioonmudel, mis kirjeldab leibkonnaliikme vaba aja kulutuste sõltuvust kogukuludest.

Mudeli põhjal leida vastus kahele küsimusele: 

b) Kui pere võib kuus kulutada iga leibkonnaliikme kohta 100 eurot rohkem, kui palju kulutatakse siis rohkem vaba aja peale? 

c) Kui suured peavad olema kogukulud leibkonnaliikme kohta, et tekiksid kulutused vabale ajale?

1. Autot Model T toodeti Fordi tehastes aastatel 1908-1927 üle 15 miljoni. Exceli failis on toodud andmed selle mudeli tootmismahu ja ühiku tootmis​kulude kohta aastatel 1910-1925. Tootmismaht on kumuleeruv: toodetud autode arv alates tootmise algusest. Tootmismahu suurenedes ühe auto tootmiskulud vähenevad, tegemist on õppimiskõveraga 
[image: image372.wmf]1
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, kus y on kulud auto kohta ja x kokku toodetud autode arv. Kasutades regressioonanalüüsi, leida õppimiskõvera parameetrid. Kui suur on selle õppimiskõvera protsent?

1. Exceli failis on toodud laenujääk Eesti pankades aastatel 1994-2007, kõik kliendigrupid kokku. Regressioonanalüüsi kasutades teha kindlaks, milline kasv: lineaarne, eksponentsiaalne või logaritmiline, kirjeldab laenujäägi muutust neil aastatel kõige paremini. Panna kirja vastav mudel. Kui kiiresti kasvas selle mudeli järgi laenujääk aastal 2007? 
Näpunäide: kolme erineva trendijoone jaoks on vaja kolme diagrammi. Diagrammi pole vaja iga kord uuesti teha. Teha valmis üks korrektne diagramm ja lisada sellele üks trendijoon. Seejärel kopeerida diagrammi (Copy -> Paste) ning muuta trendijoone kuju samast aknast Format Trendline, kus toimus trendijoone lisamine.

ÜLESANNETE VASTUSED

7.6.1. a) 
[image: image373.wmf]0,1318125,77
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, kus x on kulud kokku pereliikme kohta aastas (eurot) ja y vaba aja kulud. b) Igast rohkem kulutatud 100-st eurost 13 eurot kulutatakse vaba ja peale. c) Vaba aja kulud tekivad siis, kui pereliikme kulud aastas kokku ületavad summat 954 eurot. 7.6.2. 
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, kus y on ühe auto tootmiskulud dollarites ja x toodetud autode arv. Õppimiskõver on 84%-line. 7.6.3. Eksponentsiaalne mudel 
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, kus y on laenujääk miljardites kroonides ja t aeg aastates, 
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 aastal 1994. 2007. aastal kasvas laenujääk kiirusega 465050 miljardit krooni aastas.
Joonis � STYLEREF 2 \s �7.1�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �1�. Dünaamilised mudelid: (a) hinna sõltuvus ajast,  (b) nõutava ja pakutava koguse sõltuvus ajast.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �1�. Internetiga ühendatud arvutite arvu kasv 1996. aasta esimesel neljal kuul. t on aeg kuudes.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �2�. Erinevate eksponentfunktsioonide graafikud.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �3�. Investeeringu tulevikuväärtuse sõltuvus investeeringu pikkusest kahe erineva intressimäära korral.





Joonis .� STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �4�. Vara amortisatsioon





�


Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �5�. Eksponentsiaalne kasvamine ja kahanemine








Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �6�. Maa rahvaarvu kasv aastatel 1900-2011. Ristid tähistavad tegelikke andmeid, joon on leitud mudeli põhjal.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.2�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �7�. Eesti SKP kasv aastatel 1995-2007. Ristikesed tähistavad tegelikke väärtusi, joon vastab mudelile � EMBED Equation.DSMT4  ���, kus t on aeg aastates alates 1995-st.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �1�. Logaritmiline kasv ja kahanemine.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �2�. Eesti kõrgkoolides õppivate üliõpilaste arvu kasv aastatel 1997-2006.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �3�. Pöördvõrdelise sõltuvuse graafikud positiivsete x väärtuste korral.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �4�. Õppimiskõver näitest 7.3.3. n on töö�päevade arv ja t koristamiseks kulunud aeg minutites.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �5�. 90%-line ja 80%-line õppimiskõver. t1 on esimese ühiku kohta kulunud aeg.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �6�. Logistiline kasvukõver. K on keskkonna�mahutavus. Kasvukiirus on maksimaalne käänupunktis � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �7�. Erinevate parameetri r väärtustega logistilised kõverad. Kõikide kõverate korral � EMBED Equation.DSMT4  ��� ja � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �8�. Logistilise kasvu kiiruse muutumine ajas.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �9�. Logistilise kasvu kiiruse sõltuvus arvukusest N on paraboolne. Kasvu kiirus on maksimaalne, kui � EMBED Equation.DSMT4  ��� ja muutub negatiivseks, kui � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �10�. Uue toote müügi kasvukõver. Peale turule sisenemist  müügimaht kasvab kiirenevalt, st läbimüük kuus kasvab. Aja � EMBED Equation.DSMT4  ��� pärast on läbimüük kuus maksimaalne ning siis hakkab vähenema.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �11�. Eesti mobiiltelefonivõrgu kasutajate arvu dünaa�mika aastatel 1991-2010. Joon on arvutatud logistilise mudeli põhjal.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.3�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �12�. Wikipediasse lisanduvate artiklite kasvu kiiruse dünaamika, mida on võrreldud logistilise, Gompertzi ja laiendatud (extended) logistilise mudelite alusel arvutatud kasvu kiiruse graafikutega. Allikas: Wikipedia artikkel  „Modelling Wikipedia's growth“ .





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.5�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �1�. Laos oleva kaubavaru x muutumine. 





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.5�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �2�. Püstteljel on säilituskulud ajaühikus. Säilituskulud mingi aja jooksul on varjutatud osa pindala. (a) Üks partii, müüki ei toimu, kaubavarud laos ei muutu. (b) Üks partii, müügi tõttu vähenevad kaubavarud laos lineaarselt. (c) Tellitakse mitu partiid, säilituskulud on kolmnurkade kogupindala.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.5�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �3�. Kogukulude C , hankekulude Ch ja säilituskulude Cs sõltuvus partii suurusest q. Kohal qopt on kogukulude miinimum.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.5�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �4�. Astmelise tulumaksu graafik Eestis aastal 1992. B on brutotulu aastas ja M tulumaks, mõlemad kroonides.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.6�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �1�. Empiiriliste andmete põhjal koostatud diagramm.





Joonisel � STYLEREF 2 \s �7.6�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �2� Vähimruutude meetodi korral minimeeritakse kauguste ui ruutude summat.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.6�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �3�. Empiiriliste andmed ja lineaarne regressioonjoon koos joone võrrandi ning determinatsioonikordajaga.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.6�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �4�. Kaks regressioonsirget erineva determinatsioonikordajaga R2. Parem�poolsel graafikul olev sirge kirjeldab vastavat punktiparve paremini, kui vasak�pool�sel graafikul olev sirge vasakul olevat punktiparve.





Joonis � STYLEREF 2 \s �7.6�.� SEQ Joonis \* ARABIC \s 2 �5�. Lineaarne ja logaritmiline regressioonjoon. Logaritmiline mudel kirjeldab antud punkti�parve paremini: determinatsioonikordaja R2 on suurem.





Ford Model T reklaam, avaldatud 1. okt 1908 ajakirjas Life magazine.
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