Splainid

Olete &sja lennukooli I6petanud lendur, kes peab Vabariigi aastapdeva puhul lendama (e 11 lipna
(A,B,C,D,E,F,G,H,J ja K) keskvaljakute, kusjuures linnadest llelendamise jarjekord on alfabegdiga
ette maaratud. Lennata tuleb kogu aeg Uhel ja samal kérgusel. Milline trajektoor tuleks yalida?

Interpolatsioonipoliinoom (sinine joon) trajektooriks ilmselt ei sobi, sest Runge ferfomen voib vii'a
sojalennuki naaberriigi territooriumile. Kuna lennuki trajektoor ei saa sisaldada teravikpunkte, si|s
ei sobi ilmselt ka murdjoon (roheline joon) ega tikiti polinomiaalne ruutinterpolant (punane joory).
Sobivaks trajektooriks on teise siledusastmega kuupsplain.

Olgu antud punktid koordinaatidega (x;; f(x;)) kus i = 0,1, ... n. Eeldame, et
argumendi x; véartused on jérjestatud rangelt kasvavalt:

Aa=x)<x;<x, << x,=h.

Poliinomiaalseks splainiks astmega m ja siledusjarguga p nimetatakse

jargmiste omadustega funktsiooni S™?:
1) $™P on iilimalt m- astme poliinoom igal osaldigul [x;, x;,1].

2) S™P jaselle tuletised kuni jarguni p (kaasa arvatud) on pidevad

vahepealsetes s6lmedes x4, ..., X;,_1.

Kui nii votta, siis on murdjoon splain astmega 1 ja siledusjirguga 0 ehk S*°.

Murdjoon koosneb esimese astme poliinoomidest, aga ei ole sile.

Kui interpoleerida tabelit tiikiti ruutpoliinoomide abil, siis splaini aste on 2.
Uhelt ruutpoliinoomilt teisele iilemineku punktides on kiill interpoleeriv
funktsioon @ pidev, aga @' ei ole pidev — iileminekupunktidest saavad

iildjuhul teravikpunktid. Seega on tiikiti ruutinterpolant splain S°.

Kui splaini siledusjirk on 1, (ehk mdlemapoolsed tuletised iileminekupunkti-
des on vdrdsed) siis on selle graafik juba sile joon. Siledusjark 2 garanteerib
juba ka graafiku kdveruse sujuva muutumise. Sellisel juhul ei ole splaini

liitekohad enam visuaalselt eraldatavad.

Praktikas kasutatakse kdige rohkem splaine S32, s.0. kuupsplaine, mille

siledusjark on 2.

Kui 16ik [a, b] on jaotatud n osaks ja igal osal kasutame me m-astme
poliinoomi, siis on iga poliinoomi puhul tarvis kindlaks méiirata m+1

kordajat. Seega on meil sel juhul tarvis méarata n(m + 1) kordajat.

Kui jaotame 1digu n osaks ja igal osal leiame kuupoliinoomi, siis tuleb meil
madrata n(3 + 1) = 4n kordajat. Selleks on meil vaja 4n lineaarvorrandit.

Kuidas need saadakse?

Olgu meil antud punktid (Xo; Yo), (X1; Y1), ..., (Xn; Yn). Leiame 14bi nende
punktide pandud kuuppoliinoomid, see tihendab, et 14bi iga kahe kdrvuti
asuva so0lme paneme kolmanda astme poliinoomi.
Labi punktide (Xo; Yo) ja (X1; Y1) pandud kuuppoliinoom on

Por(x) =a;x3 + byx? +cix+dy, x9<x<x. ¢))
Lébi punktide (X1; Y1) ja (X2; y2) pandud kuuppoliinoom on

Po(x) = ayx® + box? + cox +dy, x; < x < x5 2)
Kuuppoliinoom 14bi punktide (Xn-1; Yn-1) ja (Xn; Yn) ON:

Pa—yn(x) = apx® + bpx® + cpx + dy,  Xp_q < x < X (n)



3 2 —
ApXn-1 + bnxn—l + CnXn-1 + dn = Yn-1,

Madrama peame 4n poliinoomi kordajat; paraku on selleks tarvis moodustada
4n lineaarvorrandist koosnev vorrandististeem.

1° Teame, et vorrand (1) 1ibib punkte (Xo; Yo) ja (X1; Y1), seega

a1 %03 + bixg? +c1xg +dy = vy, (1) ayx;>+bix;2+cxy+di =y, (2)
Teame, et vorrand (2) 1dbib punkte (X1; Y1) ja (X2; Y2), Seega

ayx13 + box1? +cox1 +dy = v1, (3 axx3 +boxp? +coxy +dy =y, (4
Teame, et vorrand (n) 1dbib punkte (Xn-1; Yn-1) ja (Xn; Yn), S€€Qa

2n—1) ayx3 + byx2 + cox, +d, =y, (2n)
Saime 2n vorrandit 4n tundmatuga, seega on veel vaja 2n vorrandit.

20 Leiame kdigi funktsioonide (1), (2), ..., (n) esimesed tuletised. Need on

Py (x) = 3a;x% + 2byx + cy;

P/,(x) = 3a,x? + 2byx + cy;

Plu—1yn (%) = 3a,x” + 2bpx + cp.

Kasutame seda, et nende poliinoomide esimesed tuletised on pidevad vahe-
pealsetes solmedes xy, ..., x,_1. Seetdttu on esimese ja teise poliinoomi esi-
mesed tuletised on vdrdsed, kui x =x;. Teise ja kolmanda poliinoomi esi-

mesed tuletised on vordsed, kui X = X jne. Seega saame juurde n-1vorrandit:
3a1x% - 3a2x12 + 2b1x1 - 2b2x1 + C1—Cy = 0, <2n + 1>
3a,x? — 3a3x2 + 2b,x, — 2b3x, + ¢, —c3 =0, (2n + 2)

3a,_1x2_1 —3apx2_; + 2by_1Xpy_1 — 2byXp_1 + Cpoy — ¢y, = 0. 3n—1)

3% Leiame kdigi funktsioonide (1), (2), ..., (n) teised tuletised. Need on

Py (x) = 6a;x + 2by;  Pi5(x) = 6ax + 2by; ... Pl _1y,(X) = 6a,x + 2by,.

Kasutame seda, et nende poliinoomide teised tuletised on pidevad vahepeal-
setes solmedes Xy, ..., x,_1. Seetdttu on esimese ja teise poliinoomi teised
tuletised on vordsed, kui x = x;. Teise ja kolmanda poliinoomi teised tuletised

on vordsed, kui X = X jne. Siit saame juurde veel n - 1vorrandit:
6a1x1 - 6a2x1 + 2b1 - 2b2 = 0, <3n>
6a2x2 - 6a3x2 + sz - 2b3 = 0, <3n + 1>

Et Bn—1) + (n—1) = 4n — 2, siis 4n kordaja méaramiseks on vaja veel

lisaks kaks vorrandit.

4°% Kaks veel puudu olevat vorrandit saadakse nn loomulikust eeldusest, et
splainfunktsiooni graafiku kdverus peab vorduma nulliga tema otspunktides
Xo Ja Xy, teisisonu — me votame teised tuletised neis punktides vordseteks

nulliga:
6a1x0 + Zbl = 0, <4n - 1>
6a,x, + 2b, = 0. (4n)

Niiviisi defineeritud kuupsplaine kutsutakse ka naturaalsplainideks.

Lisaks naturaalsplainidele on olemas ka palju teisi liike splaine, tuntuimad
neist on vast B-splainid ja Bezier splainid. Splaine kasutatakse viga paljudel

elualadel, nditeks disainis, arvutigraafikas, auto- ja lennukitdotuses.

Lugege ka https://en.wikipedia.org/wiki/Spline_(mathematics)

https://ibiblio.org/e-notes/Splines/Intro.htm
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