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Kaks jargnevat iilesannet ilmusid ajakirjas “Horisont™ 2013. a. [4, |k 62].

U1 1. Ruudu ABCD tipud on vastupéeva iihendatud vastaskiilgede kesk-
punktidega nii, nagu on nédidatud alloleval joonisel. Tulemusena on saadud
viiksem ruut EFGH. Leia ruutude EFGH ja ABCD pindalade suhe.
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Joon 1. Leia ruutude EFGH ja ABCD pindalade suhe

Sel iilesandel on mitu huvitavat lahendust. Vottes ruudulisel paberil vaik-
sema ruudu kiiljepikkuseks iihe tihiku ja konstrueerides selle timber ruudu

kiiljepikkusega V/5 tihikut, saab kasvdi ilma sdnadeta tdestuste abil ndidata,
et see suhe on 1:5. Alljargneval joonisel ndebki kahte niisugust lahendust.
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Joon 2. EFGH ja ABCD pindalade suhe on 1:5

Tseviaaniks (itaalia matemaatiku Giovanni Ceva nime jirgi) nimetatakse
kolmnurga tippu vastaskiilje mingi punktiga {ihendavat I6iku [1, 1k 29].
Tseviaanide paarikaupa ldikumisel tekib ldhtekolmnurga sees iiks vdiksem
kolmnurk (vt ka jooniseid 3, 7 ja 8) ning me saame leida selle kolmnurga ja
lihtekolmnurga pindalade suhte.



U1 2. Kolmnurga ABC kiiljed on jaotatud kolmeks vordseks osaks ja nende
osade otspunktid D, E ja F on iihendatud kolmnurga tippudega nii, nagu on
ndidatud joonisel 3. Leia tulemusena tekkinud kolmnurga GHI ja kolm-
nurga ABC pindalade suhe.

Joon 3. Leia kolmnurkade GHI ja ABC pindalade suhe

See on tuntud iilesanne, mida kutsutakse ,,1/7 kolmnurga {ilesandeks* ja
kuulsa flitisiku Richard Feynmani jargi Feynmani kolmnurga iilesandeks.

Ka seda tiilesannet saab lahendada sonadeta tdestuste abil. Alljargnevas on
dra toodud kaks sellist lahendust. Esimesel juhul mérgime joonisele ka
kolmnurga ABC kiilgede keskpunktid J, K ja L ning konstrueerime kolm-
nurgad BJH, CKI ning ALG. Poorates kolmnurki BJH, CKI ning ALG 180°
timber punktide J, K ja L, oleme konstrueerinud kolmnurga GHI kiilgedele
roopkiilikud, mille pindala on kolmnurga GHI pindalast kaks korda
suurem. Kolmnurga ABC pindala on vordne kolmnurga GHI pindala ja
kolme roopkiiliku pindalade summaga. Seega on kolmnurga GHI ja

kolmnurga ABC pindalade suhe 1:7.
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Joon 4. Feynmani kolmnurga iilesande iiks lahendus

Teine lahendus. Kolmnurk ja ro6pkiilik on planigoonid, s.t. kujundid, mille
omavahel kongruentsete eksemplaridega saab liinkadeta tdita kogu tasandi.
Tdidame piirkonna, millel asub kolmnurk ABC, kolmnurga GHI
eksemplaridega nii, nagu on niidatud joonisel 5. Kolmnurga ABC poolt



piiratud pindala taitmiseks kolmnurga GHI eksemplaridega ldheb meil
tarvis tdpselt seitset kolmnurgaga GHI kongruentset kolmnurka.
Kolmnurga ABC kiiljed jaotavad kuus kolmnurka neist kaheks tiikiks.
Kolmnurgast ABC viljaspoole jdavatele tiikkidele (joonisel tdhistatud
numbritega 1-6) saab teha 180° poorde timber kolmnurga ABC kiilgede
keskpunktide J, K ja L.

Joon 5. Feynmani kolmnurga iilesande teine lahendus.

Uldistame ruudu iilesannet. Ruutude EFGH ja ABCD pindalade suhet saab
leida ka siis, kui ruudu ABCD kiiljed jagada p vordseks osaks ning iga
ruudu ABCD tipp tihendada vastupideva esimese jaotuspunktiga.
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Joon 6. Ruudu iilesande tildistus.

Teoreem: Kui ruudu ABCD kiiljed jagada suhtes 1 : (p - 1) ning seejirel

ithendada ABCD tipud vastupdeva nende jaotuspunktidega, siis tekkiva
ruudu EFGH ja ruudu ABCD pindalade suhe on

SEFGH _ p*—2p+1
SaBcp p%+1




Toestus:

Kolmnurgad AHE ja BE;F on vordsed, seega AH;=BE;=1 ja EH;=FE;.
Need kolmnurgad on sarnased tdisnurkse kolmnurgaga ABE;. Siis olgu
£BAE; = £E;BF = ¢.

Kolmnurga ABE; hiipotenuusi AE; pikkus on |AE;| = /1 + pZ2.
Taisnurksest kolmnurgast ABE; saame, et

14 1
J1+p? \/1+p2'

Kolmnurkadest AH;E ja BE;F saame, et AE =cos ¢ ja FE; = sin o.

Cos @ = ja singp=

Loigu EF pikkuse saamiseks lahutame 16igu AE; pikkusest 16ikude AE ja
FE; pikkused:

1 z -1
EF = JT3pe——F _p-p _pr-1
J1+p%2 J1+p2 J1+p2 1+ p?
-1
Et 16igu AB pikkus on p, siis 16ikude EF ja AB pikkuste suhe on i+ =
p

Seega on ruutude EFGH ja ABCD pindalade suhe
S (@ —1? _p*—2p+1

Sapco 1+ p?)? - pi+1

Kui p =2, siis pindalade suhe on %; kui p =3, siis g kui p =4, siis %.

Kui ruudu ABCD asemel oleks olnud réopkiilik ABCD ning peale r6op-
kiiliku kiilgede jaotamist p vordseks osaks tuleks leida rodpkiilikute EFGH
ja ABCD pindalade suhe, on arvutusvalem sama. Pohjuseks on see, et roop-
kiilik ja ruut on teineteisest saadavad mingi afiinse teisenduse abil. Afiinne
teisendus on niisugune tasandi voi ruumi teisendus, mis kujutab sirged
sirgeteks ning tasandid tasanditeks. Afiinsed teisendused siilitavad paral-
leelsuse ja 16ikumise ning pikkuste, pindalade ja ruumalade suhted.[1, Ik 8]

Vaatleme niitid Feynmani kolmnurga iilesande tldistust [3, Ik 107].

Kui kolmnurga ABC kiiljed jagada p o0saks ning seejdrel iihendada
kolmnurga tipud vastupdeva vastaskiilje sellise punktiga, mis jaotab
vastaskiilje suhtes 1: (p-1), siis tekkiva kolmnurga GHI ja kolmnurga ABC
pindalade suhe on

SeHI _ (r — 2)2
Sapc P*—p+1




Kui p =3, siis pindalade suhe on %; kui p =4, siis 14—3, kui p =5, siis % jne.
Toestus:

Lahtume vordkiilgsest kolmnurgast ABC, mille kiilje pikkus on p. Jaotame
selle kolmnurga kiiljed osadeks, mille pikkused on 1 jap — 1. Vtjoon 7.

Joon 7. Feynmani kolmnurga iilesande tildistus.

Kolmnurgast ADB leiame koosinusteoreemi abil 16igu AD pikkuse:
AD? = p? + 12 — 2p cos 60°.

Seega AD = \/pZ —p + 1.

Kolmnurgad AFG ja ABD on sarnased, sest neil on kaks vordset nurka.

Sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed on vordelised, saame vorduste ahela

AG _AF _FG  AG _ 1 _FG
AB~AD DB ° p  Jpi-pti 1
Siit saame, et
AG = P ja FG =

1

Kuna stimmeetria tdttu HD =FG, siis 16igu GH pikkuse saamiseks
lahutame 16igu AD pikkusest 16ikude AG ja HD pikkused:

p _ 1 __p®-2)
Jp2-p+1 Jp?-p+1 Jp?-p+1

Kuna stimmeetria tottu on ka kolmnurk GHI vordkiilgne, siis kolmnurkade
GHI ja ABC pindalade suhe vordub kiilgede GH ja AB suhte ruuduga:

GH=\p?—-p+1-



ScHI _ (p — 2)?

Sapc PP—Dp+1
Et afiinsete teisenduste puhul on iga kolmnurk ekvivalentne vordkiilgse
kolmnurgaga ja antud teoreemis kasutatakse ainult neid omadusi, mis

afiinsetel teisendustel e1 muutu (Idikude pikkuste suhe ja kolmnurkade
pindalade suhe), siis kehtib antud teoreem mistahes kolmnurkade puhul. m

Ulesanne 3. Kolmnurga ABC kiiljed on jaotatud kolmeks vordseks osaks ja
seejarel on osade otspunktid D, E ja F ithendatud sirgldoikudega nii, nagu
on ndidatud joonisel 8. Leia kolmnurkade DEF ja ABC pindalade suhe.
Leia pindalade suhe siis, kui kolmnurga kiiljed jagada p vordseks 0saks?

A

Cz

B¢ D y g

Joon 8. Kolmas iilesanne ja Routhi teoreem
Feynmani kolmnurga iilesande iiheks tildistuseks on Routhi teoreem,

Edward Routh tdestas 1896. aastal, et ka siis. kui kolmnurga kiiljed jagada
erineva suurusega osadeks, saab tseviaanide paarikaupa Idikumisel tekkiva
kolmnurga GHI ja esialgse kolmnurga ABC pindalade suhte vilja arvutada.

Routhi teoreem. Kui kolmnurga ABC tipud on iihendatud vastaskiilje
selliste punktidega D, E ja F, mille puhul kehtivad vordused

CD _ AE _ BF _

BD _ CCE -~ YaF "
siis tseviaanide AD, BE ja CF paarikaupa ldikumisel tekkiva kolmnurga
GHI ja kolmnurga ABC pindalade suhe on

SGHI _ (xyz — 1)?
Sapc (xy+y+Dyz+z+D(@Ex+x+1)

Routhi teoreemi saab tdestatada Menelaose teoreemi abil. H.S. M. Coxeter
oma raamatus ,,Sissejuhatus geomeetriasse® [2, |k 211-221] tdestas selle
teoreemi bariitsentriliste koordinaatide abil. Tegemist on vdga huvitava
raamatuga, mis seob efektselt erinevaid geomeetriateemasid.
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From Feynman triangle to Routh theorem
Tonu Tonso, Tallinn University
Summary

The paper discribes the two popular planimetry problems and gives two
solutions for both of them using proofs without words. After that both
problems are generalised and solved: computational formulas are found
using the method of affine transformations. Finally, one more
generalisation of Feynman’s triangle, namely Routh’s Theorem, is
presented.



