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Ristkoordinaadistikku on tasandil mugav kujutada ruudulisel paberil. Iga
esimeses veerandis oleva punkti koordinaadid tdhendavad selle punkti
kaugusi kahest koordinaatteljeks olevast sirgest. Votame ruudulise paberi
asemel kolmnurkvorgustikuga paberi, mille puhul kolm paralleelsete
sirgete hulka jaotavad tasandi iihesuurusteks vordkiilgseteks kolmnurka-
deks. Selles kolmnurkvorgustikus votame kolm punkti, mille omavahelised
kaugused on voOrdsed mingi positiivse arvuga d. Nii saame vordkiilgse
kolmnurga ABC, mille kiilje pikkus on d. Vordkiilgse kolmnurga sees olgu
mingi vabalt valitav punkt, mida tdhistame P tihega. Selle kolmnurga ABC
sisepunkti koordinaatideks olgu punkti P kaugused sirgetest BC; AC ja AB.
Téhistame neid kaugusi tdhtedega X, y ja z (vt joon 1.). Et kolmnurkade
PBC, PAC ja PAB pindalade summa vordub kolmnurga ABC pindalaga,

siis, saame %dx+%dy+%dz :%d(x+ y+z):%dh, kus h on kolmnurga

ABC korgus. Siit saame, et X +y +z =Nh,
Sirgeid BC; AC ja AB, millest kolmnurga seest vabalt valitud punkti
kaugused on X, y ja z, nimetame koordinaattelgedeks.

Koordinaattelgede vorranditeks on X = 0, y = 0 ja z = 0. Et vordkiilgse
kolmnurga ABC kd&rgus on h, siis punktide A; B ja C koordinaadid on
(h;0;0), (0;h;0) ja (0;0;h).
Saadud koordinaate, mis esitavad kolmnurga punktide kaugusi kolmest
sirgest, nimetatakse trilineaarseteks koordinaatideks.
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Joon 1. Trilineaarsed koordinaadid. Joon 2. 9 liitrit vett, anumad 5, 6 ja 7 liitrit.



Kolmnurkvorgustik ja trilineaarsed koordinaadid sobivad véiga histi kirjel-
dama olukordi, kus kolme mittenegatiivse muutuva suuruse summa on
konstantne. Kui niitid kolmest muutuvast suurusest iiks piisib konstantne ja
kaks tlejadnut muutuvad, siis punkt (X; y; z) hakkab litkuma mooda
kolmnurga ABC kiiljega paralleelset sirget.

Niisugune olukord tekib niiteks siis, kui meil on kolm anumat, esimeses on
x liitrit, teises y liitrit ja kolmandas z liitrit vedelikku ning me kallame
vedelikku iihest anumast teise. Vt ka [1, 1k 89-90].

Olgu anumate ruumalad vastavalt a, b ja ¢ ning kehtigu vorratused
h>c>b>a.

Siis on vedeliku kogused anumates piiratud vorratustega
0<x<a,0<y<bjaolO<z<c

Trilineaarsetes koordinaatides esitatud vedeliku voimalikke koguseid
anumates kirjeldav piirkond on tldjuhul kuusnurkne. Teisel joonisel on
kujutatud olukorda, kus anumate mahutavused on 5, 6 ja 7 liitrit ning
vedeliku kogus, mida neis anumates timber kallame, on 9 liitrit.

Olenevalt h, a, b ja ¢ véirtustest voivad tekkida ka viisnurksed, nelinurksed
ja kolmnurksed piirkonnad.

Trilineaarsete koordinaatide kasutamist selgitame 2015. a. Horisondi |
numbris [7] esitatud {ilesannete abil.

Ul 1. On olemas kolm kannu, mahtuvustega vastavalt 3, 5 ja 8 gallonit. 8-
galloniline kann on veini tdis, iilejddnud kannud on tiihjad. Vein on vaja
jaotada kahte vordsesse ossa, kallates seda iihest noust teise, kasutamata
peale nende kolme kannu tihtegi muud mootmisvahendit. Veini tuleb kallata
nii, et timbervalamisi oleks nii vihe kui voimalik.

Joonestame kolmnurkvorgustikku vordkiilgse kolmnurga, mille kiilje
pikkus on 8 iihikut. Et kannude mahud on piiratud (esimesse kannu mahub
kuni 3 gallonit, teise kuni 5 gallonit ja kolmandasse kuni 8 gallonit veini),
siis kanname ka need piirangud vorgustikku. Tulemusena saame joonisel 3
kujutatud roopkiiliku CDEF.

Uldjuhul vdib virvitud piirkonna ja selle direjoone iga punkt olla vedeliku
valamise llesande ldhtepunktiks. Antud iilesande puhul on selleks punkt
C(0;0;8). Kuna vedeliku valamine {ihest ndust teise 10peb alati sellega, et
kas esimene ndu saab tiihjaks vOi teine ndu saab tiis, siis 10peb iga
vedeliku valamine piirkonna direjoone peal. Seetottu peab ka vedeliku
valamise iilesande sihtpunkt (antud iilesande puhul on selleks punkt
G(0;4;4)) jddma piirkonna dédrejoone peale, muidu pole iilesanne lahenduv.

Veini kallamisel tuleb liitkuda roopkiilikus CDEF modda vorgustikku nii, et
jouaksime ldhtepunktist C(0;0;8) sihtpunkti G(0;4;4) lihima arvu
sammudega. Iga iimberkallamine peab loppema mone roopkiiliku serva



peal, sest ainult siis on kas ndu, millest veini vilja kallatakse, tiihjaks
saanud vO1 nou millesse veini kallatakse, tdis saanud.
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Joon 3. Esimene iilesanne ja selle kaks lahendusviisi.

Seega on punktist C(0;0;8) valjudes ainult kaks voimalikku kdiku (minna
kas punkti D(3;0;5) voi punkti F(0;5;3)). Punktidest D ja F ei ole motet
minna punkti E ega tagasi punkti C; seega tuleb punktist D minna punkti M
ja punktist D punkti H. Niiviisi jitkates saame kaks erinevat teekonda,
mida on kujutatud joonisel 3.

Esimesel juhul liigume me modda teed: C(0;0;8) — D(3;0;5) — M(0;3;5)
— N(3;3;2) —> 0(1,5;2) - P(1;0;7) > Q(0;1;7) > R(3;1;4) — G(0;4;4).

Teisel juhul aga mooda teed: C(0;0;8) — F(0;5;3) — H(3;2;3) — 1(0;2;6)
— J(2;0;6) > K(2;5;1) - L(3;4;1) —> G(0:4;4).

Esimesel juhul tuleb teha 8 {imbervalamist, teisel juhul aga ainult 7
valamist. Seega tuleb eelistada teist voimalust.

Kahte jargmist iilesannet tasub proovida lahendada kolmnurkvorgustiku
abil, joonistades sinna iilesande tingimustele vastava piirkonna, 1dhtepunkti
ja sihtpunkti.

Ul 2. Adireni tiidetud dmbris on 12 liitrit vett. See vesi tuleb jaotada
voimalikult vdikese arvu timberkallamistega kaheks vordseks osaks;
kasutada saab lisaks dmbrile ka 7-liitrist ja 5 liitrist pudelit.

Kontrolliks: piirkonnaks on roopkiilik, hakkama saab 11 kallamisega.

Ul 3. Kolm réévlit varastasid kaupmehelt vaasi, milles oli 24 untsi kallist
vedelat palsamit. Pogenedes ostsid nad klaasipuhujalt kolm klaasanumat,
millesse mahub vastavalt 13, 11 ja 5 untsi palsamit. Kuidas peaksid nad



jagama selle palsami kolmeks vordseks osaks? Kasutada voib ainult neid
nelja anumat ja teha tuleb voimalikult vihe iimberkallamisi.

Vihje - siin tuleb nelja anuma iilesanne muuta kolme anuma iilesandeks,
nditeks tdita vaasist 5 untsine ja 11 untsine ndu ning alles jddv 8 untsi
palsamit anda koos vaasiga iihele roovlile. Allesjadv 16 untsi palsamit tuleb
jagada 5, 11 ja 13 untsiste anumate abil kaheks vordseks osaks. Kogu
ilesande lahendamiseks on vaja teha ainult 6 timberkallamist.

Kaldkoordinaadid

Filmis ,,Visa hing 3“ [2] tuleb detektiiv John McClane’il koos Zeus
Carveriga pommi plahvatamise véltimiseks lahendada jargmine iilesanne:

Ul 4. Veeqa tdidetud purskkaevu korval on kaks veeanumat, mahutavustega
5 gallonit ja 3 gallonit. Nende kahe anuma abil tuleb méota vilja tipselt 4
gallonit vett. Uleliigse vee voib purskkaevu tagasi valada.

Kahe anuma ja veereservuaariga iilesandeid saab taandada kolme anuma
ilesannete peale, vottes kolmanda anuma (see anum tdidab veereservuaari
rolli) ruumalaks kahe védiksema anuma ruumalade summa.

Samas ei ldhe kahe anuma ja piiramatu mahuga vedelikureservuaariga
(nditeks jOe vOi basseiniga) iilesannete lahendamisel tarvis kolme
trilineaarset koordinaati. Sel juhul piisab kahest koordinaadist. Kui kaks
koordinaattelge paigutada nii, et nad 16ikuksid 60° kraadise nurga all, siis
saame sobiva kaldkoordinaadistiku. Valamisiilesande ldhtepunktiks on
punkt (0; 0). Anumate ruumalad mééravad &dra rodpkiiliku, mille kaks kiilge
paiknevad koordinaattelgedel.

Filmis ,,Visa hing 3* esitatud lilesanne on esimese iilesande analoog, mille

kahte lahendust kaldkoordinaatide abil nédeb joonisel 4.
D(0; 3) D(0; 3)
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Joon 4. Ul 4., Visa hing 3 iilesande kaks lahendusviisi
Siin ja edaspidi lisame iilesannetele tdiendava lisatingimuse — vett tuleb

piitida valada nii, et kdikvoimalikke ndude téditmisi, tithjendamisi ja limber-
kallamisi oleks voOimalikult vdhe. Kui seda lisatingimust arvestada, siis



tuleb neist kahest lahendusviisist eelistada teist vOoimalust, sest siis tehakse
kaks timbervalamist vihem.

Kui seda graafilist lahendusmeetodit on tutvustatud Opilastele, siis voiks
nad proovida lahendada ka ,,Horisondis* nr 2 2015. a. [8, Ik 62] ilmunud
ilesannet. Koigis neis on iilesande lahendaja joe kaldal ja tal on kaks tiihja
veeanumat.

Ul 5. 8-liitrise ja 5-liitrise anuma abil tuleb mddta 4 liitrit vett.
Ul 6. 11-liitrise ja 7-liitrise anuma abil tuleb mddta 5 liitrit vett.
Ul 7. 11-liitrise ja 9-liitrise anuma abil tuleb modta 8 liitrit vett.
Ul 8. 12-liitrise ja 11-liitrise anuma abil tuleb mddta 6 liitrit vett.

Kontrolliks - viienda iilesande puhul on vdhim iimbervalamiste arv 10,
kuuenda puhul 12, seitsmenda puhul 14 ja kaheksanda puhul 20.

Vedeliku timbervalamise iilesannete hulgas on nii selliseid, millel on iiks
optimaalne lahendus, kui ka selliseid, millel on kaks vo0i1 rohkem
optimaalset lahendust. Aga leidub ka selliseid, millel lahendus puudub.

Nii nditeks ei saa kolme anumaga valamisiilesannete puhul jaotada h = 10
liitrit vett kahte vOrdsesse ossa, kui meil on kolm anumat mahtuvustega
a=8,b =7jac = 6 liitrit. Vt joonis 5, vasakpoolne osa Punktid (5; 5; 0),
(0; 5; 5) ja (5; 0; 5) moodustavad kinnise tsiikli, millesse muudest piirkonna
ddrejoone punktidest iimbervalamiste teel sattuda ei saa. Sama liiki prob-
leemid tekivad siis, kui h=2d >a>b>c>d.
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Joon 5. Lahendumatud iimberkallamisiilesanded

Ka ei onnestu h = 10 liitrit vett jaotada kahte vordsesse ossa, kui meil on
kolm anumat mahtuvustega a=8, b=6 ja ¢ =4 liitrit. Vt joonis 5,
parempoolne osa. Paaritut arvu liitreid ei saa vilja modta, kui me kasutame
ainult nousid, mille mahtuvused on paarisarvud. Seda liiki probleemid
tekivad tldiselt siis, kui koigi anumate mahtuvuste suurim {histegur on
ihest suurem.



Ka kahe anuma ja reservuaariga iilesanded pole alati lahenduvad. Olgu a ja
b anumate mahtuvused, vdlja moota tuleb d liitrit. Olgu x ja y tdisarvud mis
nditavad, kui mitu korda tuleb vastavalt a ja b liitriseid ndusid reservuaarist
taita (Slis on X voi y positiivne) voi reservuaari tithjendada (siis on x véi y
negatiivne). Saab niidata, et kahe anuma ja reservuaariga iilesanne on
lahenduv parajasti siis, kui diofantiline vorrand ax + by = d on lahenduv.
Niisugune vorrand on aga lahenduv ainult siis, kui arv d jagub arvude a ja b
suurima iihisteguriga.

Vedeliku iimbervalamise iilesannete lahendamisel saab lisaks katsetamisele
ja noudes olevate ruumalade tabeli tditmisele kasutada trilineaarseid ning
kaldkoordinaate, diofantilisi vorrandeid ja graafiteooriat. Neid iilesandeid
kasitlevad geomeetrid [1], heuristika rajaja [6], keerdiilesannete loojad [3],
diskreetse matemaatika spetsialistid [5], programmeerijad [4] kognitiiv-
psiihholoogid ja tehisintellekti spetsialistid.

Seega on tegemist viaga kasuliku materjaliga matemaatika opetamisel.
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Trilinear- and oblique coordinates are helping to solve two

and three jug puzzles
Tonu Tonso, Tallinn University
Summary

The paper discribes the solutions of the three and two jug problems, based
on trilinear and oblique coordinates.



