Ekstreemumulesanded

Moisted

Ekstreemum (algallikas on ladina sdna extremum ‘aar, piir'’) ehk ekstremaalvédértus on funktsiooni
maksimum v&i miinimum. Ekstreemumkoht - (ihe muutuja funktsiooni argumendi niisugune vaar-
tus, mille korral see funktsioon saavutab oma ekstreemumi.

Ekstreemumpunkt:

1. Ghe muutuja funktsiooni ekstreemumkohale vastav punkt selle funktsiooni graafikul.

2. maaramispiirkonna punkt, milles vaadeldav mitme muutujaga funktsioon saavutab oma
ekstreemumi.

Funktsioonil voivad olla ekstreemumid ainult kriitilistes punktides. Mis on kriitiline punkt?

Punkti a nimetatakse funktsiooni f (x) kriitiliseks punktiks, kui f “(a) = 0 (statsionaarne punkt)
voi kui kohal a ei ole sel funktsioonil tuletist.
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M [wrax value

L ak X=0@4

Kokkuvote: Ekstreemumpunkt on kriitiline punkt, milles funktsiooni tuletis muudab marki.

Kui tuletise mark muutub argumendi vaartuse kasvades plussist miinuseks, siis on tegemist maksi-
mumiga.

Kui tuletise mark muutub argumendi vaartuse kasvades miinusest plussiks, siis on tegemist
miinimumiga.

Statsionaarsete punktide (f ' (a) = 0) puhul aitab maksimume-miinimume eristada funktsiooni teine
tuletis.

Kui f " (a) < 0, siis on funktsioonil kohal a lokaalne maksimum,
Kui f " (a) > 0, siis on funktsioonil kohal a lokaalne miinimum.

Naited

Naide 1. Ristkllikukujulisest papitikist, mille mé6tmed on 50 cm ja 80 cm, tuleb valmistada
kaaneta karp. Selleks Idigatakse papitliki nurkadest ara vérdsed ruudud ja murtakse servad liles.
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Kui suur peab olema valjaldigatavate ruutude kilg, et karbi ruumala oleks suurim?

Olgu valjaldigatavate ruutude kilje pikkus x cm.
Onilmne, et 0 < x < 25.

=0
=AW

Papitlikist valmistatava karbi pdhjaks on ristkuilik, mille kiljed on 50-2 x ja 80 -2 x.
Seega karbi pdhja pindala on

(50 -2 x) (80 -2 x)
ja ruumala on x-(50 - 2 x) (80 - 2 x).

Et karbi ruumala V séltub araldigatavate ruutude kilje pikkusest x, siis voib ruumala vaadelda
muutuja x funktsioonina:

V (x) = x(50 - 2 x) (80 - 2 x) = 4x> - 260x* + 4000x.
Leiame funktsiooni V (x) = 4x° - 260x> + 4000x maksimumkoha vahemikust ]0; 25I.
V' (x) = 12 x2- 520 x + 4000 = 0 = x4 = 10 Vi X, = %

Et % > 25, seetbttu uurime seda, kas tegemist on maksimumi voi miinimumiga ainult

kohal x = 10.

Kasutame teist tuletist:

V"(x) = 24x - 520; V"(10) =240 - 520 = -280 < 0.
Seega kohal 10 on funktsiooni V(x) maksimumkoht.
Araldigatava ruudu kiilg peab olema 10 cm.

Ndide 2. Silindrikujulise konservipurgi ruumala on V. Millised peavad olema konservipurgi
mootmed, et purgi valmistamiseks kuluks véimalikult vahe plekki (valtsimist ei arvestata!)?
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rs Area

Tahistame silindri raadiuse tahega r, kdrguse tdhega h ning avaldame r ja h kaudu taispindala S:

S=2nrh + 2mnr.

Taispindala soéltub kahest suurusest, silindri kdrgusest ja raadiusest. Ekstreemumdilesannet on
mugavam lahendada siis, kui vastav funktsioon soltub Ghest argumendist.

Et konservipurgi ruumala on konstantne, siis valemist VV = 7t r2h
avaldame suuruse h:

V
h=—
72

ja asendame taispindala valemisse

P ) AP
S=2nr—+2mr2 ="+ 21,
- 7
Peame leidma raadiuse vaartuse, mille korral pindala S vaartus on vahim, st tuleb
leida funktsiooni S(r) miinimumkoht. Selleks leiame S'(r) ja vdrdsustame nulliga.

V
S'(r) = - 2’—_ + 4nr.

m2h
21

-~ t4nr=0. SutrP=7— FEtV=mnrh, susr =
72 21
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Jagades viimase vérduse mdlemad pooled r?-ga, saame et r = 2 .

Siit jareldub, et konservipurgi pohja |abimoot ja kérgus peavad olema vordsed.

% Wasted\Surface

Ndide 3. Keskpaeval on purjekas aurikust 20 km kaugusel I6unas. Purjekas liigub kiirusega 20
km/h itta, aurik kiirusega 40 km/h Idunasse. Kas aurikult on néha purjekat, kui nahtavus on 10 km?

Lepime kokku, et aega t méddame tundides, kiiruse Ghik olgu km/h.
Keskpéaeval olgu t = 0.

Ajahetkel t = 0 on purjekas liikkunud 20t km itta ja aurik 40t km Idunasse.
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Ajahetkel t > 0 on laevade vaheline kaugus leitav
valemi

D =/(201) +(20—401)*

Tahame uurida, kas leidub t vaartusi, mille korral D < 10.

Selleks voime leida funktsiooni

D =~Q20r) +(20-40r)’
Et /(207)2 +(20—407)> = 20/57> — 47+ 1, siis
200106 —4) _ 10(10¢ —4)

W2 _dr 11 . Jsi2 drs1
2

Kui D'(f) = 0, siis 10t - 4 = 0, millest { = -

5

D'(f)=
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: : 2
Uurime D'(r) mirks koha g timbruses:

D'(0)=-40<0; D'(1)= \/->o

Seega, kohal 7= % on funktsioonil D(7) = \/(2()1)2 +

D@= (zo%) (20 40) =[82+42 =8|

Siit vdime jareldada, et aurikult vdib naha purjekat. Kdige parem peaks nahtavus olema

~ tundi peale keskpaeva, s.o. kell 12.24.

5

Naide 4. Marjuline on metsa sees 3 km kaugusel sirgest kiirteest. Kiirteel, 6 km ida pool on bussipea
tus. Marjuline liigub metsas kiirusega 4 km/h, médda asfalti kirusega 5 km/h. Millisesse punkti tee
aares peab marjulkaija suunduma, et jduda bussipeatusse minimaalse ajaga?

6 km

- .

Olgu x joonisel margitud kaugus. Pythagorase teoreemi pohjal peab marjuline liikuma

metsas  x* +9 kilomeetrit, mé6da teed 6 - x kilomeetrit.



8 | Modelleerimine kui ekstreemumdlesannete lahendamine.nb

teepikkus
Kiirus

Kasutades valemit aeg = kaks korda, saame, et koguaeg T

avaldub jargmiselt:

T:\/x24+9+6-x

5 -

Siit

Ty = —2 1«

4N219 5 42t 0
Kui 7"(x) = 0, s11s

1
<

X 1l Sx - 4/ X249 B )
4\/m-5—03 20\/@ =0 353&-4‘\]

25x2 =16(x*19) = x =4.

EtT'(3)<0jaT'(5)>0,siis kohal x = 4 on funktsioonil T (x) miinimum.

Kahe muutujaga funktsiooni ekstreemumid

Kahe muutuja funktsioon on seos, mis seab jarjestatud arvupaarile (x; y) vastavusse
Uhe ja ainult Ghe reaalarvu z = f (x, y).

Kahe muutuja funktsiooni z = f (x, y) graafikuks on pind 3-mddtmelises ruumis.
Argumendipaar (x, y) on punkt xy -tasandil ja funktsiooni vaartus z "pinna kdrgus" selles punktis.
Eristada tuleb ekstreemumpunkte ja sadulpunkte.

T
AR
Imee
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Mélemal juhul on tegemist funktsiooni kriitiliste punktidega.

Olgu (a; b) kriitiline punkt. Siis on kahe muutuja funktsiooni z = f (x, y) osatuletised
X ja y jargi selles punktis vordsed nulliga:

f«(a, b)=0 ja f,(a; b)=0.
Olgu A =fy(a, b), B=Ffy(a, b) ja C=fy(a,b).

Kui AC -B?>0jaA <0, siis on funktsioonil kohal (a,b) lokaalne maksimum.

Kui AC-B%>0jaA> 0, siis on funktsioonil kohal (a,b) lokaalne miinimum.

Kui AC - B? < 0, siis funktsioonil f (x, y) kohal (a,b) lokaalset ekstreemumit ei ole, kuid on
sadulpunkt.

Kui AC - B? =0, siis jaab ekstreemumi olemasolu lahtiseks.

Naide 5. Keegi Ameerika botaanik uuris mingite kasvuhoonetaimede kasvukiiruse séltuvust temper-
atuurist ja dhuniiskusest. Temperatuuri tahistas ta x-ga (Uhik °F), 6huniiskust tahistas ta y-ga
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In[1]:=

out[1]=

In[2]:=

In[3]:=

Out[3]=

(Uhikuks protsendid), kasvukiirust tahistas g(x, y) (ihik tolli nadala kohta). Peale pikki katseseeriaid
leidis ta seose:

g(x, y) = - 2x2+ 196x - 3y?+ 242y + 2xy - 16360, kus 75<x <85 ja 50<y <75.

Millise temperatuuri ja niiskusetaseme juures kasvavad need kasvuhoonetaimed kdige kiiremini?
Kui suur on see kasvamiskiirus?

Leiame funktsiooni g(x, y) esimest jarku osatuletised:

gx(x, y) =-4x+ 196 + 2y ja g,(x, y) = - 6y+ 242 + 2x.

Ekstreemumite olemasolu kahtlustame punktides, kus need osatuletised on vérdsed nulliga.
Saame vorrandisusteemi:

-4x+196 +2y =0
-6y+242 +2x =0.

Solve[{-4x+196 +2y =0, -6y +242 +2x==0}, {x, y}]

{{x—>83, y—> 68}}

Sellel vorrandististeemil on Uksainus lahend, punkt (83, 68).

Leiame funktsiooni g(x, y) teist jarku osatuletised kohal (83, 68):

A =0x(83,68)=-4; B=g,(83,68)=2 ja C=g,/(83,68)=-6.

Et AC - B? = (-4)(-6) - 22 =20 > 0 ja A < 0, siis kohal (83, 68) on funktsioonil g(x, y) lokaalne
maksimum.

Leiame selle vaartuse:

glx , v 1 := -2x%+196x-3y%2+ 242y + 2xy - 16360

g[83, 68]

2

Taime juurdekasv 83°F ja 68 % dhuniiskuse puhul on 2 tolli naddalas.



Modelleerimine kui ekstreemumiilesannete lahendamine.nb | 11

In[4]:=

Show[Plot3D[g[x, y], {x, 75, 85}, {y, 50, 75}, BoxRatios » {1, 1, 1}],
Graphics3D[ {Blue, Sphere[ {83, 68, 2}, 0.4]1}1]

Outf4]=

Mitme muutujaga funktsiooni tinglikud ekstreemumid

Funktsioonil w = f (x, y, z) on kohal A(a, b, c) tinglik ehk relatiivne maksimum [ miinimum],
kui vorratus f(P)<f(A) [f(P)>=f(A)] kehtib selles osas punkti A imbrusest, milles on
taidetud lisatingimus g(x, y, z) = 0, kusjuures ndutakse, et ka g(a, b, c) = 0.

Selleks, et leida tinglikke ekstreemumeid, moodustame nn Lagrange abifunktsiooni
F(x,y,z,A)=1(x,y, Z) +A g(x, y, Z), kus A€ R.

Lahendame jargmise susteemi:

Fy(x,y,z,A)=0
Fy(x,y,z,A)=0
F,(x,y,z,A)=0
Fi(x, y, z,A) =0.

Selle susteemi lahendite hulgast leiamegi tinglikud ekstreemumid.

Néide 6. Kerasse raadiusega r tuleb kujundada maksimaalse ruumalaga risttahukas.
Kui risttahuka servade pikkused on x, y ja z, siis risttahuka ruumala V avaldub kujul
V =xyz

Et risttahukas paikneb keras raadiusega r, siis risttahuka diagonaali pikkus peab olema 2r, s.o.

N ry?e 2 =2r

Jarelikult peab olema taidetud tingimus x2 + y? + 2= 4r?, ehk x? + y? + 2% - 4r?= 0.

Viimase tingimuse véime esitada kujul: g(x, y, z) = x* + y? + Z% - 4r?= 0.
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Seega tuleb leida funktsiooni V(x,y,z) = x y z maksimaalne vaartus tingimusel et
gx, v, 2) = x> +y?+ 2% - 4r?= 0.

Koostame Lagrange abifunktsiooni

F(x,y, Z,A)=xy z+ A(X*+y? + 7% - 4r?)

ja leiame selle funktsiooni osatuletised, mis vdrdsustame nulliga.
Fu(x,y,z,A)=yz+2Ax=0

Fy(x,y,z,A)=xz+2Ay =0

F,(x,y,z,A)=xy+2Az=0

Fa(x, y, z,A) = x>+ y? + 2% - 4r?= 0.

Etx 0,y *0jaz %0, siis korrutame esimesed kolm vérrandit vastavalt x, y ja z-ga, ning saame
V+2Ax%2 =0, V+2Ay?=0 ja V+2Az2=0.

Seega x*= y?= 7°.

Asendades y? ja z? x>-ga neljandas vérrandis, saame 3x= 4r2.

Jarelikult

2

X=y=z= \/gr.

Seega on kera sisse kujundatud risttahukatest kdige suurem ruumala kuubil ja see ruumala on

2 Y 8

r3=

J3) T3v3

Ulesandeid

Ulesanne 1. Arvude summa on jaiv. Millal on korrutis maksimaalne?

1 b) Kahe arvu summa on jaav suurus. Millised peavad need
arvud olema selleks, et korrutis oleks maksimaalne?
1 ¢) Kolme arvu summa on jaav suurus. Millised peavad need
arvud olema selleks, et korrutis oleks maksimaalne?

Ulesanne 2. Ringis on ristkiilik, keras on risttahukas.

V =

2a) Tdesta, et ringi sisse joonistatud ristkilikutest on ruudul suurim pindala ja imbermdaét.

2a) Toesta, et kera sisse joonistatud risttahukatest on kuubil suurim pindala ja Umbermddt.

2c) Missugused peavad olema risttahuka mddtmed, et antud ruumala puhul oleks ta taispindala
vahim?

Ulesanne 3. Keras on silinder

3a) Kerasse raadiusega R on kujundatud suurima ruumalaga silinder. Leia selle silindri kdrgus ja
raadius.

3b) Kerasse raadiusega R on kujundatud suurima taispindalaga silinder. Leia selle silindri kérgus ja
raadius.

Ulesanne 4. Keras on koonus
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4a) Kerasse raadiusega R on kujundatud suurima ruumalaga koonus. Leia selle koonuse kdrgus ja
raadius.

4b) Kerasse raadiusega R on kujundatud suurima taispindalaga koonus. Leia selle koonuse kérgus
jaraadius.

Ulesanne 5. On antud kujundi iimbermé6t. Milliste médtmete puhul on kujundi pindala
maksimaalne?

5a) Kujund on ristkulik 5b) kujund on taisnurkne kolmnurk  5c¢) Kujund on vérdhaarne
kolmnurk

5d) Kujund on ristkilik, mille peale on asetatud poolring (katedraali aken)

5e) Kujundiks on ristkiliku peale on asetatud vdrdkullgne kolmnurk (maja otsvaade).

Ulesanne 6. Koonuses on silinder

6a) Koonusesse, mille pdhja raadius on 6 cm ja kdrgus 15 cm, on kujundatud suurima taispin-
dalaga silinder. Arvuta silindri pdhja raadius. (5 cm). Kuidas lahendada seda Ullesannet, kui
koonuse raadius on r ja kérgus h.

6b) Koonusekukujulisest puutiivest, mis on 24 m pikkune ja mille 1abimo6t juure kohalt on 0,48 m
tahetakse raiuda maksimaalse ruumalaga silindrikujuline palk. Kui pikk tikk tuleb ladvapoolsest
otsast maha saagida?

6¢) Koonuse kdrgus on vérdne diameetriga. Koonuse sisse on kujundatud maksimaalse ruumalaga
silinder. Leia silindri ja koonuse ruumalade suhe.

Ulesanne 7. Maksimaalne vaatenurk

7a) Pilt mille kdrgus on 1,4 m, ripub seinal nii, et ta alumine aar on 1,8 m kérgemal vaatleja sil-
madest. Kui kaugel peab seisma vaatleja, et pilt oleks kdige paremini nahtav (vaatenurk oleks
maksimaalne)? (2,4 m)

Kuidas lahendada seda ulesannet, kui pildi alumine &ar asub silmast a meetrit kdrgemal, pildi
Ulemine aar aga b meetrit kdrgemal, vaatleja silma optimaalne kaugus seinast olgu x, pildi alumine
aar paistku kaugusel x nurga a all horisondiga, pildi lilemine &&r aga nurga 8 all horisondiga.

Ulesanne 8. Lithim teekond

8a) Kauboi on koos oma hobusega punktis A. Ta peab jootma hobust jdes jootma ja minema
hobusega seejarel laagrisse, mis asub punktis B. Tal tuleb leida j6e kaldal punkt C nii, et labitud
vahemaa AC + CB oleks vahim.
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A

a
Kui keegi tahab seda Ulesannet arvulisel kujul lahendada (muide see on raskem, kui ilma
arvudeta!),
siis olgu antud punktide A ja B koordinaadid, naiteks A(0O; 6), B(5; 4), j6gi olgu aga piirkond, kus y <
0.

In[5]:=

Kaugus|[x_] := \/a2+x2 +'\/b2+ (d - x)?2

"7 | Tul[x_] = Simplify[D[Kaugus[x], x]]

out6]= -d+x X
o

\/bZ+(d—x)2 \/a2+x2

In[7]:=
i Solve[Tul[x] = 0, x]

ad ad

Outf7]= {{X%a_b}' {X*aer}}

8b) Kauboi on koos oma hobusega laagris punktis A. Ta peab hobust joes (j6e kaldal) jootma ja
metsas (metsa servas) s66tma ning tulema seejarel tagasi punktis A olevasse laagrisse, tehes
seda nii, et labitud vahemaa oleks vahim.
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Seega, peab ta leidma jée kaldal punkti B ja metsaservas punkti C nii,
et kolmnurga ABC Umberm6t oleks vahim.

Punkti A asukohta nurga sees peab saama vabalt valida; seda, mis
nurga all mets jéega I6ikub, peab saama kah vabalt valida.



