Ekstreemumiulesannete lahendamine mitmel erineval viisil

Paljusid ekstreemumiilesannete tulipe saab lahendada mitmel erineval viisil. Tuletise
nullkohtade leidmine on tavaparane tee, aga lisaks sellele saab kasutada algebralisi
vorratusi ning funktsioonide omadusi. Kui aga 6nnestub leida ekstreemumiilesandele
geomeetriline lahendus, siis on see tihtipeale kdige lihtsam ja elegantsem.

Ldhima teekonna Ulesanne

Kauboi on koos hobusega punktis A(0; a). Ta peab hobust joes y = 0 jootma
ja minema hobusega laagrisse, mis asub punktis B(d; b). Olgu a, b ja d
positiivsed; me vOime vaadelda neid kui kaugusi. Kauboil tuleb leida joe
kaldal punkt C(x; 0) nii, et teekond AC + CB oleks vdimalikult lihike.
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Joon. 1. Lihima teekonna tllesande joonis tuletisega lahenduskéigu puhul.

Tuletisega lahenduskaik. Loigu AC pikkus on va? + x2, 18igu CB pikkus
on +/(d — x)? + b2. Kogu teekonna AC+CB saab avaldada funktsioonina:

D(x) = \/a2 + x? +\/(d—x)2 + b2
Leiame selle funktsiooni tuletise:
X d—x
Va? + x2 _\/(d — x)2 + b2

Vaordsustame tuletise nulliga ja asume saadud vorrandit lahendama:

X d—x X d—x
= =
va?+x%  \/(d—x)? + b2

VaZz + x2 _\/(d—x)2 + b2
Siit

x+/(d —x)? + b? = (d — x)\/a? + x2.

Tdstame selle vorduse mdlemad pooled ruutu ja saame:
x2((d —x)? + b?) = (d — x)%(a? + x?).
Avame sulud; lihtsustame saadud avaldise, saame x suhtes ruutvorrandi:
(a? — b¥)x? — 2a%dx + a*d? = 0.
Lahendades selle ruutvdrrandi, saame:

ad ) ad
=—p Ning X =——p0

Otsitav lahend peab kuuluma vahemikku ]0; d[. Et
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siis vdime ruutu téstmisel tekkinud vddrlahendi x. = s korvale jatta.
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Et sama Ulesande geomeetrilises lahenduses ei ldhe tarvis koordinaate,
tundmatuid ja vBrrandeid, siis sGnastame tlesande veidi lihtsamalt.

Seega on x otsitavaks vaartuseks

On antud sirge s ning punktid A ja B, mis paiknevad sirgest s thel pool.
Tuleb leida sirgel s selline punkt C, et murdjoone ACB pikkus oleks vahim.

Heroni lahenduskaik. VVotame sirgel s suvalise punkti D. Konstrueerime
punktiga B sirge s suhtes simmeetrilise punkti B°’. Et BD = B’D siis on murd-
joone ADB pikkus alati vordne murdjoone ADB’ pikkusega. ADB’ pikkus on
aga vahim siis, kui see murdjoon muutub sirglBiguks. Seega otsitavaks
punktiks sirgel s on punkt, kus sirge 16ikub 18iguga 4B°. Tahistame selle

punkti tdhega C.
B
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Joon. 2. Luhima teekonna tilesande Heroni lahenduskaigu joonis.



Nurkade vastavatest omadustest jareldub, et leitud punkti C puhul
moodustavad kiired CA ja CB sirgega s vordsed nurgad. Just nii toimub aga
valguse peegeldumine. Kui valguskiir véljub punktist A ja peale peegeldumist
pinnalt jouab punkti B, siis labib see valguskiir punkti C ja realiseerib
sellesamuse liihima teekonna.

Liuhima teekonna ilesannet saab edasi arendada. Naiteks nii:

Teravnurga sees on punkt A, Leida nurga haaradel punktid B ja C nii, et
kolmnurga ABC timbermd0ot oleks vahim.

Teine sBnastus: Kauboi on oma hobusega laagris punktis A. Ta peab hobust
jOe kaldal jootma ja metsa servas so0tma ning tulema tagasi punktis A
olevasse laagrisse, tehes seda nii, et labitud vahemaa oleks vahim.

Selle ulesande lahendamiseks tuleb punkti A peegeldada mdélemast nurga
haarast; nii saame punktid Az ja Az. Punkte Az ja A2 hendav sirgldik 18ikub
nurga haaradega vastavalt punktides B ja C. Kolmnurk ABC ongi vahima
Umbermd6duga koITnurk.
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Joon. 3. Vahima iimberm&dduga kolmnurga tlesande lahenduse joonis.
Millisesse punkti tuleks hobuse metsas s66tmiseks ja joes jootmiseks minna

punktist A siis, kui ,,metsa‘“ ja ,,joe* vahel on tdisnurk voi niirinurk?

Ul 1. Sirgjooneliste kallastega joel on kaks saart A ja B. Turistid alustavad
sustamatka saarelt A, tahavad kaia joe mdlemal kaldal ning jouda 16puks
saarele B. Kuidas valida marsruut, et teekond oleks lihima pikkusega?

Ul 2. Niirinurga sees on punktid S ja V. Leida nurga haaradel punktid T ja U
nii, et murdjoone STUV pikkus oleks luhim.

Ul 3. Kolmnurga ABC sees on kaks punkti D ja E. Kuidas iihendada punktid
D ja E luhima teega, mis puutub kdiki kolmnurga kilgi?

Maksimaalse vaatenurga tlesanded

Pilt ripub seinal nii, et selle Glemine &ar on b meetrit kdrgemal vaatleja sil-
madest, alumine &ar on aga a m kdrgemal vaatleja silmadest. Kui kaugele
seinast peab seisma vaatleja, et vaatenurk oleks maksimaalne?

Olgu x vaatleja kaugus seinast. Vaatleja néeb pildi Glemist &art nurga g all
oma silmadest kérgemal; Ulemist &art aga nurga « all oma silmadest korge-
mal. Pilti ennast ndeb vaatleja nurga B — «a all. Meid huvitab, millal on nurk
B — a maksimaalne.

B

Millal on nurk 3 — o maksimaalne?
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Joon. 4. Suurima vaatenurga Ulesande lahtejoonis.

Et vahemikus [0; 90°[ tangens kasvab siis, kui nurk suureneb, siis seal, kus
B — a on maksimaalne, on maksimaalne ka tan(f — ).

b a
Arvestades seda, et tanf == ja tana =;,saame

8 b a

tanff —tana ¥ x

X _Xx
tan(f —a) = = =((b-a :
- 1+ tanBtana b a ( )x2+ab

1+E'E

Ekstreemumulesande klassikaline lahendus tuletisega ja Regiomontanuse
lahendus kasutavad seda tulemust.

Tuletist kasutav lahendus:
Et (b — a) on positiivne konstant, siis peame maksimiseerima ainult seda
funktsioooni, mis avaldises sellele tegurile jargneb. Saame:

( x )’ _ ab—x?

x2+ab/  (x? + ab)?

Kui 0 < x < Vab, siis tuletis on positiivne; kui x = vab, siis tuletis on 0;
kui x > +ab, siis tuletis on negatiivne. Seega on otsitaval funktsioonil kohal
x = vab maksimum ja vaatenurk on maksimaalne, kui x = Vab.




Regiomontanuse lahendus:

15. sajandi saksa matemaatik Johannes Muller ehk Regiomontanus tundis
trigonomeetriat, aga ta ei tundnud tuletist. Ta réhutas, et avaldise ——

x2+ab

maksimumi asemel v6ime leida selle avaldise podrdavaldise miinimumi:
x?+ab

=x+

ab

2
Viimase avaldise voime kirjutada kujul (x/E - \/%) + 2vab.

Viimane avaldis on aga minimaalne siis, kui sulgusesse tdstetud ruut on
vardne nulliga. See juhtub aga siis, kui x = vab. Vaata ka [Dorrie, 1965].

Eukleidese ,,Elementidele* lahendus:

Konstrueerime ringjoone, mis labib punkte A ja B ning puutub sirget, mida
modda liigub pildile Idheneva vaatleja silm. Puutepunktiks olgu punkt C.
Ko6dlu AB pikendus I8ikab ringjoone puutujasirget punktis D.

Eukleidese ,,Elementide® III raamatu 36. tdestatud lause on jargmine:

Olgu meil ringjoon, mis labib punkte A, B ja C. Punktist C joonistame
ringjoonele puutuja. See puutuja l8ikab kd6lu AB pikendust punktis D.

Puutujaldik CD on I6ikude DA ja DB geomeetriline keskmine. Ehk kui tahis-

tada DA = a, DB = b ja CD = x, siis x = Vab.
B

CD* = DA-DB
W B

Fous tahistado C1) = ¢,

DA=a, DB =b, siis .
r=%ab

c D C D

Joon. 5. Eukleidese lahendus ja selle rakendamisvdimalus kaldekraanide puhul.

Kui sirgel, mida modda liigub pildile laheneva vaatleja silm, vdtta moni
puutepunktist C erinev punkt, nditeks punkt C; vdi Co, siis muutub kolme
punkti labiva ringjoone raadius suuremaks ning vaatenurk, mis on Uhtlasi
kaarele AB toetuv piirdenurk, muutub véiksemaks.

Eukleides lahendas Regiomantanusest Uldisema Ulesande. Pilt vGi ekraan,
mida me vaatleme, ei pea uldse olema risti selle sirgega, mida moéda liigub
vaadeldavale objetile lahenev silm. Puutujaldigu pikkus on ikka ko&dlu
pikendamisel puutuja ja ko0lu 16ikumispunktini tekkiva kahe 18igu
geomeetriline keskmine. Vt ka [Esxium, 1948, 1k 118-120 ja 352].

Kuidas konstrueerida ringjoon, mis labib kahte etteantud punkti A ja B ning
puutub sirget, mida modda laheneb pildile vaatleja silm?

Selle lihtsa konstruktsioontilesande lahendamiseks tuleb leida ringjoone
keskpunkt. Otsitav keskpunkt asub I8ikaja ja puutuja vahelise nurga poolitaja
ning 18igu AB Kkeskristsirge I6ikepunktis. Erijuhul, kui k88l on risti
puutujasirgega, on ringi raadiuseks kodlude pikendamisel saadud IGikude
aritmeetiline keskmine.

Snelliuse valguse murdumise seadus ja selle analoogid

Vaatleme kahte keskkonda, milles liikumise kiirused on erinevad. Néiteks
vesi ja maapind, nditeks soo ja heinamaa, 6hk ja vesi. Liikuda vdib keha, aga
litkuda voib ka nditeks valguskiir. SGnastame uhe sellise tilesande.

Olgu Ulevalpool x-telge heinamaa, allpool x-telge soo. Matkaja asub
heinamaal punktis A(0; a). Matkaja eesmark on jouda heinamaal olevast
punktist A soos olevasse punkti B(d, -b) lihima ajaga. Matkaja liikumiskiirus
heinamaal on vi1 m/s, soos aga v, m/s.

Seega tuleb matkajal leida heinamaa ja soo piiril olev punkt C(x; 0) nii, et
teekonna AC + CB labimiseks kuluv aeg oleks vahim.
Tuletisega lahenduskaik. Ldigu AC pikkus on va? + x2, I6igu CB pikkus
on +/(d — x)? + b?. Et liikumiseks kuluv aeg on teepikkuse ja kiiruse suhe,
siis teekonna AC + CB labimise aja saab esitada x funktsioonina:
Va? + x?2 +\/(d —x)? + b?

U1 Uy .
Leiame selle funktsiooni tuletise ja vordsustame nulliga

T(x) =



X d—x
T'(x) = _ =0
viva? +x%2  v,/(d — x)% + b2

Siit saame:
X _ d—x
viva? +x2  v,/(d — x)% + b2
Et X ) ) d—x in 3 . sina sing
———=sina ja = sin f, siis = ,
va? + x? V(d—x)?+ b? ¢! V2
ehk vahetades vorde pooled ja siseliikmed, saame
v; sina
v, sing’
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O(0;0)
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Joon. 6. Snelliuse valguse murdumisseaduse tuletuskaiku selgitav joonis.

Saadud valem annab meile Snelliuse valguse murdumisseaduse: Kahes keskkonnas
liikumise kiiruste suhe vordub langemisnurga ja murdumisnurga siinuste suhtega.

Tuletisfunktsiooni nulliga vérdumise tingimusest tuletas murdumisseaduse
L"Hospital, paraku ei aita see leida otsitavat punkti C(x; 0). Vdrrandit

x d—x
viva? +x2  v,/(d — x)? + b2

uldkujul lahendades saame viie parameetriga (a, b, d, vi ja v2) neljanda astme
vorrandi, millega jadvad hatta ka vGimsad arvutialgebra paketid. Nende para-

meetrite konkreetsete vaartuste puhul saavad arvutialgebra paketid selle vor-
randi lahendamisega hakkama, paraku on siis enamasti tulemuseks mitte x-i
tapne vaartus, vaid selle kiimnendl&hend.

Valguse murdumise seadusele sarnase seaduspédrasuse saame, kui me
sOnastame alljargneva llesande:

Eraldagu x-telg kahte erinevat keskkonda, milles raudtee rajamise kilomeetri
hind on konstantne, aga erinev. Keskkonnad vdivad olla naiteks kdva pinnas
ja soo, tasane maa ja maed vms. Raudtee ehitaja asub Uhes keskkonnas
(néiteks tasasel maal) punktis A(0; a). Ta peab punktist A ehitama raudtee
teises keskkonnas (magedes) olevasse punkti B(d, -b) nii, et ehituskulud
oleksid v@imalikult véikesed. Raudtee rajamise kulud keskkondades olgu
vastvalt ny €/km, ja n2 €/km.

Seega otsime leida tasase maa ja mégise maa piiril olevat punkti C(x; 0) nii,
et tee AC + CB rajamise kulud oleksid minimaalsed. Need kulud saab esitada
funktsiooniga:

R(x) =ny-vJa? +x%2+ny-/(d —x)? + b?

Leiame selle funktsiooni tuletise; vordsustame nulliga, saame vorrandi:

ng-x n,-(d —x
Ry =X mdox)
va? +x%  \/(d—x)? + b2
Siit saame:
n-x  ny-(d—x)
va?+x%  \/(d—x)? + b2
Kasutades vérdusi —> o d—x inf ni
asutades vordusl ————== SIna ja = Sin nin
va? + x? J(@d—x)? +b? &
vahetades vorde pooled ja siseliikmed, saame
n, sina
n, sing’

Tapselt samasuguse valemi saaksime, kui asendaksime Snelliuse valguse
murdumisseaduses Kiiruste v1 ja vz suhte keskkondade absoluutsete

murdumisnéitajate nlzvi ja n2=vi suhtega...
1 2

Leidsime valguse murdumisseaduse tuletise abil. Sama seadust tundsid ka
Parsia matemaatik ja futsik ibn Sahl (984), Thomas Harriot (1602), Wille-
brord Snellius (1621) ja Rene Descartes (1637). Nemad tuletist ei tundnud.



Suurima pindalaga réopkulik kolmnurga sees

Ulesanne: konstrueerida kolmnurga sisse suurima pindalaga ré6pkulik.

Alustame sellest, et ilmselt peab roopkliku tiks nurk Ghtima kolmnurga he
nurgaga ning ro6pkuliku kaks kiilge paiknema kolmnurga kulgedel.
Joonestame kolmnurga ABC, mille aluse AB pikkus olgu c ja tipust C
tdmmatud kdrgus olgu h. Selle kolmnurga sisse joonestame mingi réopkuliku
ADEF, nii et roopkuliku kiljed AD ja AF paiknevad vastavalt kolmnurga
kilgedel AB ja AC ning tipu A vastastipp E asub kuljel BC.
Selle roopkiliku aluse AD pikkus olgu x. Roopkilik eraldab kolmnurgast
ABC selle kolmnurgaga sarnased kolmnurgad FEC ja DBE.
Kolmnurga FEC aluse pikkus on x ja kdrgus olgu hi. Kolmnurga DBE aluse
pikkus on seega c - x ja kdrguse pikkus on seega h - hi. Paneme téhele, et
rookiliku kérgus on samuti h - h;.

C
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Joon. 7. Suurima pindalaga rédpkdliku tlesande tuletisega lahendust selgitav joonis.
R&6pkuliku ADEF pindala

Saper = x - (h — hy).
Sarnaste kolmnurkade FEC ja ABC korgused ja alused on vordelised:

hy x
h ¢
Avaldame siit h; ja asendame selle roopkiliku pindala valemisse, saame

xh h
Saper(x) = x+ (h — T) = hx — sz.

Leiame selle funktsiooni tuletise ja vordsustame nulliga, saame

2h 2x c
S’(x)=h——x=0=h(1——)=0=>x=—.
c c 2

Seega on suurima pindalaga roopkuliku kiillgedeks kolmnurga keskldigud.

Eukleides lahendas sama tilesande ilma tuletiseta. Ta néitas ,,Elementide VI raamatu
28. lauset pOhjendades. et kui me konstrueerime kolmnurga sisse erinevaid
roopkulikuid nii, et nende roopkulikute tipud on kolmnurga kilgedel, siis suurima
pindalaga rodpkilik on neist see, mille killgedeks on kesklbigud. Vaata ka [Esxmu,
1948, 1k 209-211 ja 435-437]

Eukleides tegi jargmise joonise, millel kujutas lisaks kolmnurgale ABC ja
kesklBikudele toetuvale rédpkilikule ADEF veel mingit muud roépkualikut
AD;:E1F:1 mille tipud on kolmnurga ABC kilgedel. Lisaks sellele mérkis ta
joonisele roopkiliku GEHE; ja kolmnurga GEE:. Olgu kolmnurga ABC alus
c ja korgus h, roopkiliku GEHE: ja kolmnurga GEE; kbrgus olgu hs.

o
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Joon. 8. Suurima pindalaga rodpkaliku tlesande Eukleidese lahendust abistav joonis.

Kolmnurgad GEE; ja FEC on sarnased. Nende sarnaste kolmnurkade alused
ja kdrgused on vordelised, seega

GE h
R
2 2
Vorde p6hiomaduse pohjal saame siit, et
a h
5 h, = 5 GE.

Kunag - hy on roopkiliku FEHF1 pindala ja g GE on roopkuliku D1DEG
pindala, siis nende roopkdlikute pindalad on vordsed:

SDlDEG = SFEHFl-
Seega on roopkiliku D:DEG pindala réopkiliku FGE1F:1 pindalast suurem

roopkiliku GEHE: pindala vorra. Seepérast on keskldikudele toetuv roop-
kilik kdige suurem rodpkilik, mille saab kolmnurga sisse joonistada.



Maksimumide ja miinimumide leidmine tuletise nullkohtade abil on universaalne
ekstreemumdilesanndete lahendusmeetod. Teatud Ulesandeid ongi mdistlik just nii
lahendada. Aga samas, iga ulesande puhul tasuks veidi moelda, kuidas seda
Ulesannet on lihtsam lahendada. Inimene, kes valdab universaalmeetodi korval ka
teisi lahendusmeetodeid, on oma otsustustes vaba inimene, ta ei ole universaal-
meetodi ori.

Ulesannete vastused.

Ul 1. Peegeldame punkte A ja B kallaste suhtes, saame punktid A1, Az, B1 ja
B2. Uhendame sirglGiguga vastaskallastel olevad punktid A; ja B2 ning A; ja
B:. Saame 16igud A:B> ja A2B1. Lihima tee saame, kui valime j6ekallastel
punktid, mis tekivad I6ikumisel lihemaga neist kahest I8igust. Joonisel on
lihemaks 18iguks A2B: ja lihimaks teeks ACDB.

011. 7

Ul 2. Peegeldame punkte S ja V neile punktidele ldhimatest nirinurga
haaradest. Peegelduspunkte S: ja Vi Uhendava I8igu l8ikepunktid nurga
haaradega annavadki otsitavad punktid T ja U. Kui peegelduspunkte Ghendav
I6ik ei I6iku nurga haaradega, siis tuleb punktid S ja V hendada nirinurga
tipuga O.

Ul 3. Konstrueerime punktid D; ja E1 mis on siimmeetrilised punktidega D ja
E sirgete AC ja BC suhtes. Konstrueerime ka punkti Dz, mis on sim-
meetriline Di-ga AB suhtes. Joonistame 16igu D2E; ja konstrueerime murd-
joone DMKLE. Selle murdjoone pikkus on vdrdne I6igu D2E;1 pikkusega.

N
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Lihtne on néidata, et iga muu tee punktist D punkti E mis kéib kolmnurga
kilgedel samas jarjekorras, on sellest teest pikem. Et me vOime muuta
kolmnurga kulgedel kédimise jarjekorda (samamoodi peegeldusi tehes), siis
ilmneb, et erinevaid selliseid murdjooni nagu DMKLE on kuus. Nende
hulgast valime valja selle, mis on lihim. Lihim on aga see, mille puhul
sirgestatud teekond (joonisel 16ik D2E1) on kdige ltihem.

Kirjandus

1. EBxuup (1948). Hauana. Knueu I-V\. Ilepesoo c epeueckoco u kommen-
mapuu /1. /]. Mopoyxaui-bonmoéckoeo, I'ocyaapcTBEHHOE U31aTEIIbCTBO
TEXHUKO-TEOPETUYECKON IUTepaTypsl. MockBa, JIleHuHrpan.

2. Heinrich Dorrie,100 Great Problems of Elementary Mathematics: Their
History And Solution, Dover, 1965, pp. 369-370

3. Heron’s problem

https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/HeronsProblem.shtmi

4. Regiomontanus angle maximization problem.

https://en.wikipedia.org/wiki/Regiomontanus%27_angle_maximization_problem

5. Snell’s law, https://en.wikipedia.org/wiki/Snell%27s law



https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/HeronsProblem.shtml
https://en.wikipedia.org/wiki/Regiomontanus_angle_maximization_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Snell%27s_law

