GRAAFILINE LINAARPLANEERIMINE
1. SISSEJUHATUS

Matemaatikateadmised v@imaldavad lahendada paljusid igapdevaeluga seotud
ulesandeid. Nende (lesannete Uhiseks omaduseks on tavaliselt Gheainsa lahendi
olemasolu. Kuid sageli tuleb lahendada ka selliseid Glesandeid, millel on palju
erinevaid lahendeid. Vahel v6ib lahendeid olla ka I6pmatu hulk.

Kui kavatseme jouda suurlinna uhest servast teise, siis on meil palju vdimalusi.
V6ib kasutada trammi, busse, trolle, sGita marsruuttaksoga v6i minna jalgsi. On vaja
otsustada, kuidas s6ita, kus Umber istuda jne. Otsus s6ltub sellest, kas me tahame
jouda kohale vbimalikult kiiresti v8i hoopis v@imalikult odavalt v3i hoopis tahame
jouda kohale nii, et oleks vdimalikult vadhe Umberistumisi. Parima lahenduse
leidmine ei ole sugugi lihtne. Tuleb arvestada lisatingimusi, mida me sellelt
lahenduselt ootame. Kdigi lahendite hulgas leidub tavaliselt ks v6i mitu sellist
lahendit, mis mingit tdiendavalt pustitatud lisatingimust (nditeks odavust) kéige
paremini rahuldab. Sellist lahendit nimetatakse optimaalseks lahendiks.

Optimaalseid lahendeid otsitakse paljudes situatsioonides. Néiteks:

. Kuidas korraldada tehases tootmist nii, et kasum oleks suurim?

. Kuidas peab juurdelBikaja markima kangale 18iked, et jaagid oleksid vahimad?

. Kuidas koostada nadala mendiid nii, et toit oleks tervislik ja odav?

. Kuidas koostada koolis tunniplaani?

. Kuidas katta mingi maakoht bussiliinidega?

. Uhtede ja samade algkomponentide baasil on keemiakombinaat vimeline tootma
mitmeid erinevaid aineid. On teada algkomponentide hinnad ja erinevate 16pp-
produktide hinnad. Kulutused t66joule on samuti teada. Mida on kasulikum toota?

. Kuidas valida erinevate automarkide vahel ostjale kdige sobivamat?

8. Orienteeruja peab ldbima metsas olevad kontrollpunktid, mille asukohad ja
omavahelised kaugused on teada. Kontrollpunktide labimise jarjekord ei ole
téhtis. Millise marsruudi peab valima orienteeruja, et labitava trassi pikkus oleks
minimaalne?

K®oik need on kisimused, kus tuleb valida paljude erinevate v@imaluste hulgast
optimaalne, s.0. kbige parem, kbige dkonoomsem lahend. Teadust, mis tegeleb
optimaalsete lahendite otsimisega ja kasutab selleks matemaatilisi meetodeid
nimetatakse operatsioonianallilisiks. Operatsioonianaliilis tekkis Teise maailmasdja
péevil sBjalistel vajadustel. Pérast sbja 16ppu hakati operatsioonianalliiisi meetodeid
rakendama majanduses, transpordis, tootmise juhtimises, kaubanduses ja mitmel
pool mujal. Operatsioonianallilsi abil todtatakse valja parimate lahenduste leidmise
viisid, operatsioonianallius aitab otsustada.

Operatsioonianaltiusi alla kuulub ka matemaatiline planeerimine, mille
uheks lihtsamaks osaks on lineaarne planeerimine.
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Jargnevas tutvume lineaarse planeerimise monede lihtsamate Ulesannetega.

Naide: Tisleritookoda teeb kirjutuslaudu ja puhvetikappe. Puhvetikapi valmista-
miseks kulub 0,3 m® puitu, 0,8 m? klaasi ja 6 tundi tisleri t6daega. Kirjutuslaua
valmistamiseks kulub 0,25 m® puitu ja 10 tundi tisleri tédaega. Tédkojas on iihe kuu
varu puitu — 30 m® ja iihe kuu varu klaasi — 60 m?. Selles kuus v&ib arvestada 900
tisleritoo tunniga. Uhe puhvetikapi eest teenib tisleritdokoda 300$, tihe kirjutuslaua
eest 400$. Kui palju puhvetikappe ja kirjutuslaudu tuleks valmistada, et téokoja
tulud oleksid maksimaalsed?

Koondame (lesande andmed tabelisse, tahistades otsitavad téhtedega x ja y
(ilmseltx =0 jay = 0).

Tooted Valmistada | Puidu kulu | Klaasi kulu | Td0aeg Tulu
(tk.) (m°) (m®) (h) )
Puhvetikapp X 0,3 0,8 6 300
Kirjutuslaud y 0,25 — 10 400
Varud 30 60 900

Tootmist piiravad varud. Esitame need kitsendused matemaatiliselt. Kui toota x
puhvetikappi ja y Kirjutuslauda, siis kulub puitu 0,3x + 0,25y. See kulu ei saa olla
suurem varudest, seega

0,3x + 0,25y < 30.
Ka klaasi ei saa kulutada rohkem, kui seda on, seega
0,8x =< 60.
Toota ei saa rohkem, Kkui tislerid jéuavad antud aja piires t66d teha, seega
6x + 10y < 900.
Et need kitsendused kehtivad Uheaegselt, siis vime vaadelda neid stisteemina
0,3x+0,25y <30
0,8x <60
6x +10y < 900.
Tootmisest saadakse tulu 300x + 400y $, mille tahistame c-ga:
¢ = 300x + 400y.

Niud oleme taandanud majandusliku planeerimisiilesande matemaatiliseks. So-
nastame selle:



Leia lineaarvdrratuste siisteemi
0,3x+0,25y <30
0,8x <60
6x +10y <900,

kus x = 0 jay = 0, lahendite hulgast selline, mis annab suurima véartuse avaldisele
¢ = 300x + 400y.

See matemaatikaiilesanne on eespool sdnastatud tootmise planeerimisiilesande
matemaatiline mudel. Miks kasutatakse matemaatilisi mudeleid?

Esiteks, matemaatilise mudeli abil on lihtsam leida optimaalset tegevusviisi kui
ilma matemaatilise mudelita. Matemaatiline mudel aitab vélja tuua peamise antud
ulesandes, véltida Gleliigset informatsiooni.

Teiseks, matemaatilise mudeli abil ,katsetamine” on suhteliselt odav ja kiire.
Katse ja eksituse meetodil praktikas proovimine (Gihes kuus toodame nditeks 20
kirjutuslauda ja70 puhvetikappi, teises 40 kirjutuslauda ja 60 puhvetikappi) on
aegandudev ja ka majanduslikult kahjumittoov. Seega on mdistlik seal, kus voi-
malik, kasutada praktiliste katsetuste asemel matemaatilisi mudeleid. Suurtes
matemaatilistes mudelites kasutatakse sadu vdrrandeid ja vorratusi.

Selle ja analoogiliste Ulesannete lahendamiseks peab oskama lahendada li-
neaarvOrratuste siisteeme ja teadma, kuidas leida susteemi lahendite hulgast
maksimumi (vdi miinimumi) andvat lahendit.

2. KAHE MUUTUJAGA LINEAARVORRATUS. SELLE GRAAFILINE
LAHENDAMINE

Seost ax + by + ¢ = 0 (v0i ax + by + ¢ < 0), milles a, b ja ¢ on reaalarvud, nimeta-
takse kahe muutujaga lineaarvorratuseks. Tema lahenditeks on muutujate x ja y
véértuste sellised paarid, mille korral vorratus kehtib. Vorratuse graafiliseks
lahendamiseks selgitame kdigepealt, kuidas sellist vorratust geomeetriliselt ette

kujutada.
Vaatleme naiteks vOrratust
2x+3y-6=0.

Sirge 2x + 3y — 6 = 0 jaotab tasandi kaheks
pooltasandiks,  kusjuures  seda  sirget
nimetatakse pooltasandite rajasirgeks.
Tekkinud pooltasandeid v8ib  nimetada
tinglikult ,,ulemiseks” ja ,alumiseks” (voi
»parempoolseks” ja ,vasakpoolseks”).
Votame mdlemal pooltasandil mdned punktid,
naiteks nn. ,,ilemisel” pooltasandil punktid (0;
3), (2; 2), (4, 3) ja (3; 1); ,alumisel” T

pooltasandil vétame punktid (0; 0), (- 1; 2), (1; 1), (2; 0) ja (3; — 1).

Asendades nende punktide koordinaadid vorratusse 2x + 3y — 6 = 0, saame
ulemise pooltasandi punktide korral tdese vorratuse, alumise pooltasandi punktide
korral aga véara vorratuse.

Saadud tulemus kehtib ka Uldisemalt, nimelt:

Vorratuse ax + by + ¢ = 0 (v0i ax + by + ¢ = 0) lahenditeks on the pooltasandi
punktide koordinaadid. Pooltasandi rajasirge ax + by + ¢ = 0 kuulub ka
vorratuse lahendite hulka.

Vorratuse ax + by + ¢ = 0 (v8i ax + by + ¢ < 0) graafiliseks lahendamiseks joo-
nestame sirge ax + by + ¢ = 0, mis eraldab kahte pooltasandit. Lahendite pooltasandi
leidmiseks valime (hel pooltasandil valjaspool rajasirget mingi punkti P(xo; Yo) ja
kontrollime, kas selle punkti koordinaadid rahuldavad v@rratust. Kui jah, siis on
lahendite pooltasandiks see pooltasand, millelt valisime punkti P. Kui ei, siis on
lahendite pooltasandiks see pooltasand, millel punkt P ei asu. Sagedasti vOetakse
kontrollitavaks punktiks koordinaatide alguspunkt. Kui me teame lahendite
pooltasandit, siis tahistame selle rajasirgest algava viirutusega.

Néide 1. Lahendame vdrratuse x = 1. y

Kui seda vdrratust vaadelda Uhe tundmatuga 3+ <=1
vOrratusena, siis saame me vorratuse lahendi- -
hulgaks piirkonna x-teljel (sirgel) L = [1; « [. 27

Niud lahendame selle vBrratuse kahe tundmatuga i
vorratusena. Sel juhul saame lahendihulgaks

piirkonna tasandil. Et y suhtes pole antud mingit

kitsendavat tingimust, siis kehtib vorratus iga y -10 LI X
puhul, mille korral x = 1. Jarelikult on lahendite 0
pooltasandiks piirkond, mis ja&b sirgest x = 1 2l
paremale.

Naide 2. Lahendame vérratuse 31

Xx—2y+2<0. y
Joonestame sirge x — 2y + 2 = 0. Et
punkt O(0; 0) vGrratust ei rahulda, sest

0-20+2>0,
siis on lahendite pooltasand tlemine.
x|0|-2
yl1]0 3 -2 -1 0 1 x




1325. Lahenda jargmised vorratused graafiliselt.
a)y<o0 b)x+y-1<0 c¢)2x+y-2=0 d) 2x-3y=-6
e)x+2y=0 f)b5y+15=0 @) 3x+4y-12=0 h) 36x+50y+900=0

3. KAHE MUUTUJAGA VORRATUSESUSTEEMI GRAAFILINE
LAHENDAMINE

Sissejuhatuses toodud tisleritdokoja ndites saime kahe muutujaga vorratusesiisteemi.
Kuidas selliseid vorratusesiisteeme lahendada?

Vorratusestisteemi lahendiks on selliste arvude hulk, mis rahuldab samaaegselt
ststeemi iga vOrratust. Jarelikult koosneb stuisteemi lahendite hulk siisteemi kikide
vOrratuste Uhiste lahendite hulgast. Kui lahendame vdrratusesiisteemi, peame leidma
kdigi vorratuste lahendihulgad ja seejarel nende hulkade thisosa.

Kahest vorratusest koosneva susteemi lahendamisel v8ib esineda kokku 4 vdi-
malust. Esitame need joonisel.
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Piirkond, milles olevad punktid rahuldavad (hte vBrratust kahest, on (hekordse
viirutusega. Piirkond, milles olevad punktid ei ole kummagi vorratuse lahendid, on
viirutamata. Piirkond, mille punktid on sisteemi lahendid, on viirutatud
kahekordselt. Kahest v@rratusest koosneva slisteemi lahendihulgaks vdib olla nurk,
riba, pooltasand v6i tihi hulk. Viimasel juhul on vorratused vastuolulised.
Kolmandal juhul on tks vorratus liigne.

Kui meil on rohkem vdrratusi, siis leitakse siisteemi lahendeid samal viisil kui
kahe vorratusega vorratusesiisteemi korral. Lahendihulga kuju vdib olla aga
keerulisem. Naiteks, kolmest lineaarvorratusest koosneva susteemi lahendihulk vdib

moodustada jargmisi kujundeid:

Edaspidi nimetame susteemi lahendite hulga poolt moodustatud kujundit (nii
I6plikku kui ka Idpmatut) lahendite piirkonnaks.

Vaatleme neid lahendite piirkondi. Vottes suvalisest piirkonnast kaks vabalt
valitud punkti, saame need punktid Ghendada sirgldiguga, mis tervikuna kuulub
samasse piirkonda. K&iki selliseid piirkondi nimetatakse kumerateks piirkondadeks.

Punktihulka nimetatakse kumeraks hulgaks, kui selle hulga iga kahte punkti saab
Uhendada sirglBiguga, mis tervenisti kuulub samasse hulka. Kumerad hulgad on
nditeks ring, pooltasand, kolmnurk. Ruumilistest kehadest piramiid, Kera,
korraparane prisma. Kumerad hulgad ei ole naiteks rdngas, téhtviisnurk, 180°
suurema kesknurgaga sektor jmt. Saab ndidata, et iga kahe tundmatuga
lineaarvorratusesusteemi lahendihulk on kumer.

Naide 1. Lahendame vOrratusesiisteemi
{x +ys<2

, kus x =0 jay = 0. Leiame lahendite piirkonna tipud.
X—y=1

Sisuliselt koosneb see vdrratusesiisteem neljast vorratusest. Vorratustest x = 0 ja y
= 0 jareldub, et lahendite piirkond paikneb ainult | veerandis ja x-telje ning y-telje
mittenegatiivsel osal. Joonestame sirged x +y =2 jax-y = 1.

N 2x02_ 1x01 y
X = ax—-y=
y y20J y y|-1]0 N.B

Need sirged 16ikuvad punktis A( % ; %).

Leiame vorratusesiisteemi lahendite piirkonna |
veerandis. See on nelinurk ABOC. Selle nelinurga
ulejaanud tipud on B(0; 2), O(0; 0) ja C(1; 0).

5 : /1 : 2\ :

1326. Leia xy-tasapinnal see piirkond, mille iga
punkti koordinaadid rahuldaksid antud tingimusi.

x=0 x=0 x=0
a)1y=0 b) sy=0 c)sy=0
y=-x+1 X—y+1=0 y=2x-4
x=0 x=0 x=0
Q) y=0 0 y=0 H y=0
X-y-1=<0 y<2x+4 X+2y-8=<0
3X+y-11<0 10x+y+10=0 3x+2y-12<0



1327. Lahenda graafiliselt jargmised vdrrandisiisteemid, kui x = 0 jay = 0. Leia
lahendite piirkonna tipud.

) X+y—-5=0 X+3y—-300=<0 X+4y—-4=0
X+3y—-18=<0 5Xx+3y—-750=0 2x+3y—-6=0
X-2y—-2=<0
X+2y-5=0 X+2y-10=<0
d) e) «X+2y-6<0 f)
y<3 X—-y-4<0
X+y—-5=<0
2x—-3y+13=<0 2x-3y+6=0 3x+y-8=0
g) {X+y—-6<0 h) {3x-2y-18<0 i) {X+2y-6=0
4x—-y-19=0 2x+5y-20=<0 X—-y-3<0

4. GRAAFILINE LINEAARPLANEERIMINE

Vaatleme kdigepealt sissejuhatuses toodud ndidet tisleritodkoja kohta. Majanduslik
planeerimistilesanne taandus jargmisele matemaatilisele tlesandele:
Leia lineaarvdrratuste susteemi
0,3x+0,25y <30
0,8x <60
6x +10y =< 900,

kus x = 0 jay = 0, lahendite hulgast selline, mis annab suurima véartuse avaldisele
¢ = 300x + 400y.
Leiame graafiliselt selle vorratuseststeemi lahendite piirkonna:

y
140

120K 0,3 x+0,25y < 30

100 ¢ 0.8x <60
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C 6x+10y <900
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Ndd tuleb leida, millise x ja y korral saadud piirkonnast on avaldise ¢ = 300x + 400y
vadrtus suurim.

Teame, et ax + by = ¢ kujutab endast sirge vorrandit.
Avaldame sellest vorrandist y:
by =-ax +¢,

_a_.¢
y=-px+p.

Votame ¢ = 0, saame sirge y = — % X. Joonestame selle sirge 1&bi lahendite piirkonna.
3

. 300
Meie ndite korral y = —200X= 2%

Seejarel joonestame labi lahendite piirkonna kdigi tippude antud sirgega paralleelsed
sirged. Avaldise ¢ = 300x + 400y vaartus on maksimaalne selles punktis, mida labiva
sirge algordinaat on suurim. Lihtne on veenduda, et selliseks punktiks on B(50; 60).

Selles punktis ¢ = 300x + 400y = 300-50 + 400-60 = 39 000.

y
140

120

NN\
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_ 3
y=-2X

Avaldist, mille maksimumi (v6i miinimumi) me lahendite piirkonnas otsime,
nimetatakse sihifunktsiooniks. Antud tlesandes oli sihifunktsiooniks midigihind ¢ =
300x + 400y. Meie otsisime x ja y vaartusi, mille korral sihifunktsioon oleks
maksimaalne. Lahendit, mille korral sihifunktsioon on maksimaalne (teatud
ulesannete korral minimaalne), nimetatakse optimaalseks lahendiks.



Seega optimaalne lahend on (50; 60). Vdime 6elda, et antud materjalist on
tisleritdokojal maistlik teha 50 puhvetikappi ja 60 kirjutuslauda.

Naide. Vidike keemiatehas ,,Smell” toodab kahte liiki varve: sisetdodeks (S) ja
valistoodeks (V). Mdlemad vérvid segatakse kokku kahest lahteainest A ja B.
Oopéevas voib tuua lattu 7 t komponenti A ja 8 t komponenti B. Sisetdode varv
koosneb (hest osast A-st ja kahest osast B-st. Vélistdode varv koosneb kahest osast
A-st ja Uhest osast B-st. Tonni sisetédde varvi miiligi pealt saab tehas 2000$ kasumit.
Tonn vélistodde vérvi annab 4000$ kasumit. On teada, et valistdode varvi ei osteta
kunagi sisetddde varvist paevas ule 2 tonni rohkem. Kui palju tuleks toota sisetddde
varvi ja kui palju vélistodde vérvi, et kogukasum oleks suurim? Esitame osa
ulesande tingimustest tabelina.

Lahteaine Lahteaine kulu Lahteaine
varvS | VarvV varud (t)

A 1 2 7

B 2 1 8

Kasum 1 t varvi

tootmisel 2000 $ 4000 $

Kui siset6dde varvi toota x tonni péevas ja valistode varvi y tonni péevas, siis
peavad kehtima vdrratused:

X+2y<7
{Zx +y<8.
Et valistoode varvi ei osteta kunagi péevas lle kahe tonni sisetédde vérvist rohkem,
siis kehtib ka v@rratus
y—-Xx<2
Toodang annab kasumit 2000x + 4000y $.
Seega peame leidma lineaarv@rratuste sisteemi
X+2y<7
2X+y<8
—-X+y<2,
kus x = 0 jay = 0, lahendite hulgast sellise arvupaari, mille korral avaldisel
¢ = 2000x + 4000y on maksimaalne vaartus.
Joonestades lahendite piirkonna, saame jargmisel lehekiiljel toodud joonise.
Niud leiame lahendite piirkonnas sellise punkti, kus avaldisel ¢ = 2000x + 4000y
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oleks maksimaalne vaartus. Vottes ¢ = 0, saame sirge y = — 5 X vorrandi. Kanname

joonisele selle sirge ja labi punktide A, B, C ja D temaga paralleelsed sirged. K&ige
suurem algordinaat on sirgel, mis labib kahte tippu, punkte B(3; 2) ja C(1; 3).

Leiame sihifunktsiooni vaartused neis punktides:
¢, =2000-3 +4000:2=14000 $ ja
c, =2000-1 + 4000-3 = 14 000 $.

Sihifunktsiooni vaartused neis punktides on vordsed. Seega, kui tehas toodab si-

setdode varvi 3 t ja vélistddde varvi 2 t, siis saadakse niisama palju kasumit kui siis,

kui toodetakse sisetdtde vérvi 1 t, aga vélistddde varvi 3 t.

Leia iseseisvalt sihifunktsiooni vaartused punktide A, D ja O korral, samuti m&ne
piirkonna sisepunkti (naiteks (2; 2)) korral. Kontrolliks: kdik need tulemused
peaksid olema alla 14 000 $.

V&ttes mdne muu punkti 18igult BC saame ikka sihifunktsiooni véartuseks 14 000 $.

(Naiteks punkti (2; 2,5) korral ¢ = 2000-2 + 2,5:4000 = 14 000 $.) Seega, antud

ulesandel on dle Ghe lahendi.

Saab ndidata, et kui lineaarplaneerimistllesande lahendihulk eksisteerib ja on otsi-
tavas suunas tokestatud (ei moodusta I6pmatusse ulatuvat piirkonda), siis on planee-
rimisiilesanne lahenduv ja optimaalsete lahendite arvu kohta vdib éelda jargmist:

a) kui sihifunktsiooniga maaratud sirged ei ole paralleelsed piirkonna Uhegi raja-
joone 16iguga, siis on ainult Giks optimaalne lahend;

b) kui sihifunktsiooniga méaratud sirged on paralleelsed piirkonna optimaalset tippu
labiva 18iguga, siis on lahendeid I6pmata palju ja lahenditeks sobivad kdik selle
rajajoone 18igu punktid.

Keemiatehase naites on piirkonna (heks rajasirgeks x + 2y = 7. See sirge on

. 1
paralleelne sirgegay = —5x.



Seega saab keemiatehas maksimaalse kasumi 14 000 $, kui toodetavad sisetoode
ja valistodde varvi kogused x ja y on seotud vBrdusega x + 2y = 7 ja vOrratusega 1 <
x < 3. (Need kaks tingimust koos annavad meile 18igu BC punktid.)

Kuidas peaks toimima tehase direktor, kui tal on valida I6pmatu hulga opti-
maalsete variantide hulgast? Kas valima juhuslikult Ghe punkti sellest 16igust? Ei,
sugugi mitte.

Kogenud tehasedirektor mdistab kohe, et see mudel, mille meie koostasime, ei ole
kallalt pdhjalik, sest see mudel arvestab ainult vérvi mudgist saadavat tulu.
Tootmises on aga palju muid piiravaid tingimusi: erinev tooviljakus erinevate
toodete valmistamisel, kulutused tootasule, kuidas toota nii, et tooraine kulu oleks
vahim jne.

Kui direktor seab eesmérgiks toota nii, et komponente A ja B jadks vBimalikult
palju jarele, siis ta ndeb, et kui toota 3 t sisetédde varvi ja 2 t valistodde varvi, siis
kulutame me &ra kogu l&htetooraine hulga:

3-1+2-2=7
{3 :2+2-1=8.
Kui aga toota 1 t sisetddde vérvi ja 3 t valistodde varvi, siis jadb 3 t l&hteainet B Ule:
1.1+3-2=7
{1-2+3-1=5<8.
Saab néidata, et sellise lahenduse korral (1 t siset6ddeks ja 3 t valistdodeks) on
ldhteainete Ulejadk suurim. Seega — seni kuni turg ei ole ,lle killastatud” vélis-

to6de varvist ja ndudlus pusib, on kasulik toota 1 t siset6dde varvi ja 3 t valistoode
varvi paevas.

Planeerimisullesande lahendite piirkond vdib olla ka tokestamata hulk ning vahel
on vaja leida ka sihifunktsiooni minimaalset vaartust.

Néide: Broileritibu vajab iga paev vahemalt 15 Ghikut vitamiini B; ja vdhemalt 15
Uhikut vitamiini B,. Ta saab neid segudest H ja K. Segu H 1 g sisaldab 1 iihiku By, 5
hikut B, ja maksab 1 sent. Segu K 1 g sisaldab 5 ihikut By, 1 tihiku B, ja maksab 3
senti. Koostame pdevase toiduratsiooni segudest H ja K nii, et broileri
vitamiinivajadus oleks rahuldatud ja kulutused oleksid minimaalsed.

Tahistame otsitavad ainehulgad x ja y-ga (loomulik on, et x = 0 ja 'y = 0).
Ulesande tingimused margime tabelisse:

Segu B1 B2 | Hind (sentides) Kasutame (g)
H 1 5 1 X
K 5 1 3 y
Vajadus 15 15 min

Vitamiinivajaduse rahuldamiseks peab kehtima v@rratusesuisteem
X+5y>15
5Xx +y=>15.

Selleks, et kulud oleksid véhimad, leiame selle vOrratusesisteemi need lahendid,
mille korral avaldise ¢ = x + 3y vaartus oleks vahim.

y
151

12 1

_ 1
=-3X

Slsteemi lahendite hulk on tdkestamata hulk, sest pole madratud vajaliku
vitamiinikoguse Ulemmaééra.

Kulud x + 3y on minimaalsed punktis S(2,5; 2,5). Siis on kulutused uhele
broileritibule c =1.2,5 + 3-2,5 = 10 senti.

Seega, broiler peab saama mdélemat segu 2,5 g. Ulesanne on lahendatud, kui
segusid saab eraldada poolegrammise tapsusega.

Aga mida teha siis, kui segud H ja K on Uhegrammistes graanulites, mida
poolitama ei ole mdtet hakata? Siis tuleb see planeerimisiilesanne lahendada
taisarvudes. Seega peame leidma lahendihulgast sellised taisarvud x ja y, mille
korral ¢ = x + 3y on vahim.

Leiame punkti S(2,5; 2,5) Uimbrusest veel selliseid punkte, mille koordinaadid on
taisarvud ja mis kuuluvad lahendite piirkonda. Need punktid on T(3; 3), U(2; 5) ja
V(5; 2). Leiame avaldise x + 3y vaartuse neis punktides:

punktis T:c=1-3 +3:3 =12, punktisU:c=12+35=17,

punktis V:c=15+3.2 =11,



Joonestame sirgega x + 3y = 0 paralleelseid sirgeid l&bi nende punktide. Nademe, et
algordinaat on véhim sellel sirgel, mis l&bib punkti (5; 2). Seega, juhul, kui segud on
antud Uhegrammistes graanulites, on mdistlik anda broilerile 5 grammi segu H ja 2
grammi segu K.

Uheks tuntud lineaarplaneerimise ulesande tiiiibiks on nn. transpordiiilesanne.
Jargmine naide ongi ks tlupiline transporditlesanne.

Naide: Tammesalu ja Viljaanni jahuveskid jahvatavad 250 ja 350 tonni jahu kuus.
Neist veskitest veetakse jahu kolme leivatehasesse. Rukkivere tehas vajab 150 tonni,
Ahjusaare tehas 240 tonni ja Leivamée tehas 210 tonni jahu kuus. Kuidas korraldada
jahu vedu veskitest nii, et kdik tehased saaksid oma koguse jahu kétte ja veokulud
oleksid minimaalsed? Kaugused veskite ja tehaste vahel on jargnevas tabelis olevate
arvude kordsed.

| Rukkivere | Ahjusaare | Leivamae
4 ‘ 3 5

Tammesalu

Viljaanni 5 6 4

Veetagu Tammesalust Rukkiverre x tonni ja Ahjusaarde y tonni jahu. Et Rukkivere
vajab 150 t, siis Viljaannilt peab ta saama (150 — x) t jahu. Et Ahjusaare vajab 240
tonni, siis Viljaannilt peab ta saama veel juurde (240 - y) tonni jahu. Et Tammesalu
suudab toota 250 tonni jahu kuus ja Rukkiverre ning Ahjusaarde kokku veetakse
sellest x + y tonni, siis Tammesalust veetakse Leivamaele

(250 — x —y) t jahu. Ulejdanud 210 — (250 — x —y) = x + y — 40 tonni saab Leivamae
Viljaannilt.

Seega naeks vedude plaan valja nii:
| Rukkivere | Ahjusaare | Leivamae

y 250 -x -y
240-y | x+y-40

Tammesalu
Viljaanni

X
150 —x

Et leida vedude kogumaksumust, selleks tuleb korrutada selles tabelis olevad arvud
eelmises tabelis olevate vastavate arvudega ja tulemused liita. Saame avaldise
C=4x+3y+5(250-x-y)+5(150 —x) + 6(240 —y) + 4(x +y - 40) =
= - 2x -4y + 3280.

Selle avaldise minimaalseid vaartusi otsime lahendite piirkonnast. Et veskist lei-
vatehasesse veetava vilja kogus ei saa olla negatiivne, siis saame vorratused:

x=0, y=0, 250-x-y=0, 150-x=0, 240-y=0, x+y-40=0.
Nende vorratuste poolt méératud tasandiosa ongi selle tlesande lahendihulgaks:

y
L E(10; 240) |
F(0; 240) 0y =0
250 —x—y =0
D(150; 100)
150-x=0
A(0; 40)
X+y-40=0
0 B(40; 0) C(150;0) X

Arvutades avaldise — 2x — 4y + 3280 vadrtuse selle piirkonna tippudes, saame
c(0; 40) = 3120, c(40; 0) = 3200, c(0; 240) = 2320,
c(150; 0) = 2980, c(150; 100) = 2580, c(10; 240) = 2300.

Saadud véartustest on vahim 2300, see saadakse, kui x = 10 ja y = 240. Asendades x
jay védrtused viimasesse tabelisse, saame optimaalse vedude korralduse plaani:

| Rukkivere | Ahjusaare | Leivamae

10 ‘ 240 ‘ 0

140 0 210

1328. Talumees peab lehmi ja kitsi. Tal on 4 ha karjamaad. Uks lenm vajab 25 a
karjamaad, kits 10 a. Loomalaut on 18 lehma ja 30 kitse jaoks m&eldud. Mitu
lehma ja mitu kitse peab talumees pidama, kui aastane kasum lehmalt on 500
kr ja kitselt 50 kr?

Tammesalu
Viljaanni




13209.

1330.

1331.

1332.

Tehas toodab kingi ja sandalette. Tuhande kingapaari valmistamiseks peavad
to0tama tehase kolm tsehhi vastavalt 3 tundi, 3 tundi ja 2 tundi. Tuhande
sandaletipaari valmistamiseks peavad t6étama esimene tsehh 2 tundi ja teine
tsehh 1,5 tundi. Esimene tsehh vbib 66pédevas todtada 18 tundi, teine tsehh 15
tundi ja kolmas tsehh 8 tundi. Mitu paari sandalette tuleb tehases péevas
valmistada, et

1) jalanbupaaride koguarv oleks maksimaalne;

2) jalandupaaride koguarv oleks maksimaalne tingimusel, et kingi toodetaks
véhemalt 4000;

3) jalanBupaaride koguarv oleks maksimaalne tingimusel, et sandalette ei
toodetakse (le kahe korra kingadest rohkem?

Saeveskis saetakse palke kahel erineva vdimsusega saeraamil. Jargnevas
tabelis on antud tunnis keskmiselt saetavate palkide arv sdltuvalt nende
jamedusest.

Materjal ‘ Hulk Tunnis saetakse

| saeraam | Il saeraam
Jamedad palgid ‘ 120 4 3
Peened palgid 240 6 12

Modlema saeraami kasutamise tund maksab 5 kr. Kui kaua tuleks kumbagi
saeraami kasutada, et palkide saagimise eest tuleks vahem maksta?

Vanaemal on kolme vérvi villast 16nga. Halli 16nga on 4,0 kg, musta Inga on
2,4 kg ja kollast 16nga on 600 g. Uhe kampsuni kudumisel laheb vaja 500 g
halli ja 200 g musta I6nga. Uhe kindapaari jaoks laheb vaja 50 g halli, 60 g
musta ja 20 g kollast 16nga. Uhe kampsuni kudumiseks kulub vanaemal 5
paeva, kindapaari teeb ta valmis lihe p&devaga. Vanaema tahab kudumistdoga
teenida pensionilisa. Et dpiku kirjutamise ja tlesande lahendamise vahel on
muutunud hinnad ja ka rahathikud, siis kampsuni hinda ja kindapaari hinda
me siinkohal markima ei hakka, oletame ainult, et kampsun maksab
kindapaarist 6 korda rohkem. Mitu kampsunit ja mitu paari kindaid peab
kuduma sellest 18ngast vanaema, et saada suuremat tulu?

Uhes kilos Kirssides ja aprikoosides on jargmisel hulgal A- ja C-vitamiini:

| A (mg) | C (mg)
Kirsid 3 150
Aprikoosid 24 75
Mitu grammi Kirsse ja aprikoose peaks olema pé&evases ratsioonis, et seal
oleks vadhemalt 6 mg A-vitamiini ja 75 mg C-vitamiini? Kirsside ja apri-
kooside kilogrammi hind on 2 rbl.
(Ulesanne on venekeelse ajakirja ,,KVANT” 1989. a. juuninumbrist.)

1333.

1334.

1335.

1336.

1337.

Vabrik toodab pesumasinaid ja kuivatusmasinaid, kus kasutatakse Uhesu-
guseid mootoreid ja trumleid. Tabelis on toodud vajalike mootorite ja trumlite
arvud ning toodete miiugihind.

Pesumasin |Kuivatusmasin
Mootor (tk.) 2 1
Trummel (tk.) 1 3
Hind (kr.) 100 75

Vabrik saab pdevas 200 mootorit ja 300 trumlit. Missugune peaks olema
péevas toodetavate pesumasinate ja kuivatusmasinate arv, et saada suurimat
miugihinda? Kui suur on see midgihind?

Tsehhis toodetakse kahte liiki elektrimootoreid. Uht liiki mootori tegemiseks
kulub 4 kg vasktraati ja 30 t66tundi. Teist liiki mootori valmistamiseks kulub
2 kg vasktraati ja 50 to6tundi. Mootorite tootmiseks on kasutada 12 000
tootundi ja 1320 kg vasktraati kuus. Mootorite hinnad on vastavalt 300 ja 250
kr. Mitu kumbagi liiki mootorit tuleks valmistada, et sissetulek miiugist oleks
maksimaalne?

PGllu Uhele hektarile kilvatav véetis peab sisaldama elemente A, B, C ja D
mitte vahem kui tabelis toodud arvud. Vaetist saab valmistada kahe lahteaine
abil, mille elementidesisaldus on ka tabelis.

Element| Elementidesisaldus l&hteaines | Vaja 1 ha jaoks
| 1
A 2 1 6
B 2 4 12
C — 4 4
D 6 — 9

Esimese lahteaine Uhik maksab 5 kr., teisel 6 kr. Kuidas koostada nduetele
vastav, kuid sealjuures v8imalikult odav segu?

Puidutddkotta toodi 130 m?® vineeri ja 20 tihumeetrit laudu. Té6koda teeb
riiuleid ja kodgikappe. Andmed puidu kulu kohta on jargmised:

Tooted | Vineer (m?) | Lauad (tm)

10 riiulit ‘ 9 0,6

10 koédgikappi 50 0,9

Uhe riiuli mugist saab to6koda 32 kr. ja koogikapi mutgist 45 kr. tulu. Kui
palju peab té6koda kumbagi toodet valmistama, et saadav tulu oleks suurim?
Seejuures on ndutud valmistada vahemalt 5 kddgikappi ja vahemalt 20 riiulit.

Linna raamatukogu téiendatakse aastas véhemalt 200 raamatu vdrra. Lugejate
soovide pOhjal ostab raamatukogu romaane véhemalt 2 korda rohkem kui
erialast kirjandust. Samas on otsustatud, et aastas ei osteta tle 400 romaani.



1338.

1339.

1340.

1341.

Uhe romaani hind on keskmiselt 12 kr ja erialase kasiraamatu hind 15 kr. Mitu
romaani ja mitu erialast raamatut ostetakse, kui raha on 6000 kr? Eesmark on
osta vBimalikult palju raamatuid.

Karusloomafarmis kasutatakse loomade so6tmisel kahte liiki soota. Esimest
liiki s66da kilogramm sisaldab 2 Ghikut ainet A, 2 thikut ainet B ja 4 thikut
ainet C (nditeks valku, rasva ja slsivesikuid) ja maksab 3 kr. Teist liiki s66da
kilogramm sisaldab 3 thikut ainet A, 2 Uhikut ainet B ja 1 thiku ainet C ja
maksab 2 kr. On teada, et karusloomale on vaja 06péevas 6 (hikut ainet A, 8
tihikut ainet B ja 12 Ghikut ainet C. Koosta ratsioon, mille korral karusloom
saaks kaiki talle vajalikke aineid ja mis oleks odavaim.

Melhior koosneb 1 osast niklist ja 5 osast vasest, uushdbe koosneb 3 osast
niklist, 4 osast tsingist ja 13 osast vasest. Juveliiritobkoda teeb neist me-
tallidest 100 g raskuseid lusikaid. Laos on 12 kg niklit, 65 kg vaske ja 12 kg
tsinki. Uushdbedast lusikas maksab neli korda rohkem, kui melhiorist lusikas.
Kui palju tuleb teha melhiorist ja kui palju uushdbedast lusikaid, et toodangu
maksumus oleks véimalikult suur?

Kaks sauna — Kalamaja saun ja Kivimde saun on leppinud kokku s6javéega,
et nendes saunades saab iga nadal pesta end vastavalt 600 ja 400 sddurpoissi.
Sojavaelased, kes neis saunades pesemas hakkavad kdima, teenivad kolmes
vaeosas: Tondil 500 meest, Juhkentalis 200 meest ja Paljassaarel 300 meest.
Toome é&ra tabeli, kus on kirjas see, kui palju maksab (he sdduri sdit oma
sBjavaeosast sauna ja tagasi (hinnad sentides):

1342.| Talumehel on kaks maatlkki, 8 ha ja 9 ha. Nisu hektarisaak on esimesel

maatiikil 24 ts, teisel 21 ts. Odra hektarisaak on vastavalt 35 ts ja 30 ts. Uhe
tsentneri nisu midgist saaks talumees 16 kr. ja the tsentneri odra midigist 9
kr. Kui palju tuleb kilvata kummalegi maatikile nisu ja otra, et saada
vBimalikult palju raha? Oletame tdiendavalt, et talunik tahab saada vahemalt
225 ts nisu ja 220 ts otra. Kui suurele pinnale tuleks niudd kilvata neil
maattikkidel nisu ja otra?

1343.| Vabrik vajab 300 2 meetri pikkust ja 200 3 m pikkust lauda. Need 16i-
gatakse 7,5 m pikkustest laudadest. Kuidas tuleks laudu tlikeldada, et
lahtematerjali kuluks véimalikult vahe?

1344.| 20 cm pikkustest varrastest tuleb valmistada 5 cm, 7 cm ja 9 cm pikkusi

polte vastavalt 150, 200 ja 300 tk. Polte saab tiikkideks I8igata kuuel viisil.
Tabelis on saadav poltide arv ja tekkivad jaagid.

Vajalik poltide arv

9 1 0 1 0 0 2 300
7 1 1 0 0 2 0 200
5 0 2 2 4 1 0 150

Jaagid | 4 | 3 | 1 | 0o | 1] 2

Kuidas tuleks vardaid tikeldada, et neid kuluks vdimalikult vahe?

1345.| Paberirulle laiusega 80 cm tuleb I6igata 20 cm, 30 cm ja 35 cm laiusteks

Sojavaeosa | Kalamaja saun | Kivimée saun
Tondil 40 30
Juhkentalis 20 15
Paljassaarel 25 45

rullideks. Neid rulle on vaja saada vastavalt 1000, 1600 ja 740 tikki. Kuidas
tuleb rulle tlikeldada, et jadtmete koguhulk oleks minimaalne?

Kui palju sddureid peab igast s6javéeosast minema Kalamaja sauna, kui palju
Kivimée sauna, et sdidukulud oleksid minimaalsed?

General Motorsi autotehased asuvad Los Angelesis, Detroidis ja New
Orleansis. Toodangu jaotuspunktid on Denveris ja Miamis. Tehased toodavad
vastavalt 1000, 1500 ja 1200 autot kvartalis. Miiligi-jaotuspunktid vajavad
vastavalt 2300 ja 1400 autot kvartalis. Autosid veetakse modda raudteed,
kusjuures Uhe miili veokulu on 8 senti. Tehaste ja jaotuskeskuste
vahekaugused miilides on toodud jargmises tabelis:

Los Angeles| Detroit | New Orleans
Denver 1000 1250 1275
Miami 2690 1350 850

Kuidas tuleb korraldada autode vedu tehastest miligi-jaotuskeskustesse, et
veokulud oleksid minimaalsed?

1346.| Suurtest metall-lehtedest mddtmetega 6 x 13 meetrit 18igatakse kahesuguse

suurusega toorikuid: mddtmetega 5 x 4 meetrit ja 2 x 3 meetrit. Vaja on 300
suuremat toorikut ja 1500 véiksemat toorikut. Kuidas tuleb neid suuri metall-
lehti 10igata toorikuteks, et toorikuid oleks voimalikult palju ja jaatmeid
vOimalikult vahe?

Jérgnev arvutiprogramm vdimaldab lahendada graafilise lineaarplaneerimise
ulesandeid. Sisestada tuleb vorratusesisteemi kordajad ay, by, ¢4, a,, by, C; jne. Et
programm oleks luhike ja kergesti loetav, siis on eeldatud, et lahendite piirkonna
vorratused tuleb enne kordajate sisestamist viia kujule Ajx + Bjy < C;
(kusi=0;1;2;...;n).

Programm otsib sihifunktsiooni maksimaalseid véartusi the ristkiliku seest ja
teeb kdigepealt kindlaks, kas kontrollitav punkt on lahendite piirkonnas. Ristkiliku
kaks kiilge on koordinaatteljed. Pikkuse ja laiuse sisestab aga programmi kasutaja.



Peab Utlema, et sihifunktsiooni maksimaalseid ja minimaalseid vaartusi leiab see
programm aeglaselt ja vahel ka ligikaudselt. Eesmargiks oli programmi lihidus. Ju-
hul, kui x-i vdi y-i muutumise samm on liiga vaike, siis programm todtab liiga kaua.
10 INPUT ”Mitu vOrratust? ”,N

20 DIM A(N), B(N), C(N)

30 PRINT Vil vOrratused enne kordajate sisestamist kujule”,

40 PRINT ’Ax+By<C”

50 MAX=-32767:MIN=32767 ”MAX saab vBimalikult vaikese, MIN suure vaartuse.

60 FOR 1=1 TO N

70 PRINT ”Anna A(C’;1;”) 7;:INPUT A(D)

80 PRINT ”Anna B(C’;1;”) ”;:INPUT B(l)

90 PRINT ”Anna C(C’;1;™) ”7;:INPUT C(D)

100 NEXT 1

110 PRINT ”Sisesta sihifunktsiooni kordaja A ”;:INPUT A

120 PRINT Sisesta sihifunktsiooni kordaja B ”’;:INPUT B

130 PRINT ”Sisesta piirkonna parem aar ”;:INPUT K

140 PRINT »Sisesta piirkonna ulemine &ar ”;:INPUT L

150 PRINT ”’Sisesta x-i1 muutumise samm ”’;:INPUT DX

160 PRINT ’Sisesta y-i muutumise samm ”’;:INPUT DY

170 FOR X=-DX TO K STEP DX

180 FOR Y=0 TO L STEP DY

190 1=1

200 IF ACD*X+B(1)*Y>C(1) THEN 310

210 1=1+1:1F I<N+1 THEN 200

220 C=A*X+B*Y

230 IF C<> MAX THEN 250

240 MAX2=C:XMAX2=X:YMAX2=Y:GOTO 310 ~Kuic=MAX

250 IF C<MAX THEN 270

260 MAX=C:XMAX=X:YMAX=Y:GOTO 310 ”Kuic>MAX

270 IF C<>MIN THEN 290

280 MIN2=C:XMIN2=X:YMIN2=Y:GOTO 310 *Kuic=MIN

290 IF C>MIN THEN 310

300 MIN=C:XMIN=X:YMIN=Y:GOTO 310 ”Kuic< MIN

310 NEXT Y

320 NEXT X

330 IF MAX=MAX2 THEN 360 ~Kui maksimaalne véartus on kahes punktis

340 PRINT ”Sihifunktsioon on suurim punktis (C7;XMAX;”;”;YMAX;”)”;
345 PRINT Vaartusega ”’;MAX

350 GOTO 380

360 PRINT Sihifunktsioon on suurim 18igus (7;XMAX;”;”;YMAX;

370 PRINT ) kuni (7;XMAX2;”;”;YMAX2;””) vaartusega ”;MAX

380 IF MIN=MIN2 THEN 410 ”Kui minimaalne véartus on kahes punktis

390 PRINT ”Sihifunktsioon on vahim punktis (’;XMIN;”;”;YMIN;”)”;
395 PRINT ”vaartusega ’;MIN

400 GOTO 430

410 PRINT ”Sihifunktsioon on vahim 18igus (C’;XMIN;”;”;YMIN;

420 PRINT ) kuni (’;XMIN2;”;”;YMIN2;”) vaartusega ;MIN

430 END

Kasutame seda programmi meie poolt dpitud broileritibude naites saadud vor-
X+5y>15
59X+ y=>15
¢ = X + 3y vaartus minimaalne:

RUN

Mitu vOrratust? 2

Vii vdrratused enne kordajate sisestamist kujule
Ax+By<C

Anna A(1)? -1

Anna B(1)? =5

Anna C(1)? =15

Anna A(2)? -5

Anna B(2)? -1

Anna C(2)? =15

Sisesta sihifunktsiooni kordaja A? 1

Sisesta sihifunktsiooni kordaja B? 3

Sisesta piirkonna parem aar? 20

Sisesta piirkonna tlemine aar? 20

Sisesta muutuja x muutumise samm? 0.5
Sisesta muutuja y muutumise samm? 0.5

ratusesusteemi { nende lahendite leidmiseks, mille korral oli avaldise

Sihifunktsioon on suurim punktis (20; 20) vaartusega 80
Sihifunktsioon on vahim punktis (2.5; 2.5) vaartusega 10

Kui me oleksime x-i ja y-i muutumise sammudeks sisestanud (hed (taisarvuline pla-
neerimistilesanne 1 g graanulitega), siis oleksime saanud tulemuseks, et sihifunkt-
sioon on véhim punktis (5; 2) vaartusega 11.

Piilia selle programmi abil kontrollida seni lahendatud lineaarplaneerimise
ulesannete tulemusi. Kuidas muuta programmi, kui me tahame leida ainult sihi-
funktsiooni maksimumi (miinimumi)?

1327. a) (0; 6), (0; 5), (5; 0), (0; 18): c) (2,4; 0,4), (4; 0), (0; 2). 1328. 16 lehma, O kitse. Miks
ei ole kitsepidamine kasulik? 1330. Kdik jamedad palgid saagida esimesel saeraamil, kdik
peened palgid saagida teisel saeraamil. 1331. 6 kampsunit ja 20 paari kindaid. Millist
tingimust ei olnud vaja kasutada Glesande lahendamisel? 1332. 400 g kirsse ja 200 g
aprikoose. 1331. 60 pesumasinat ja 80 kuivatusmasinat. 12000 kr. 1335. Mdlemat lahteainet
tuleb vétta Ghepalju. 1337. 400 ja 80. 1339. 180 ja 600 1340. Juhkentalist ja Paljassaarelt
peavad minema kdik Kalamaja sauna. Tondilt 100 meest Kalamaja ja 400 meest Kivimae
sauna. 1341. Los Angeles’ist kbik Denverisse, New Orleansist kdik Miamisse. Detroidist
1300 Denverisse ja 200 Miamisse. 1346. Toome siinkohal &ra kaks kdige ratsionaalsemat
IGikamisviisi: Uldse ldigatakse
lahti 200 lehte, neist pooled iihel, B \ B \ B \ B \ B| B |B
pooled teisel viisil. Vt. ka V.

Abtiuk , Suurte véejuhtide A A | B A | B BB
saladus”, Tln, ,,Valgus”, 1984. B B B | B




	Sihifunktsioon on suurim punktis (20; 20) väärtusega 80

