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SISSEJUHATUS

Kéesoleva bakalaureusetdod eesmérgiks on anda iilevaade Lotka-Volterra mudelist ja
vorranditest, mis vOimaldavad ndidata matemaatika rakendusvdimalusi bioloogiliste Oko-
siisteemide probleemide lahendamisel, ning tutvustada selle mudeli tausta, sisu ja vdimalusi
edasiarendusteks. To6 on valdavalt referatiivne, autori omapoolseks panuseks on erinevate
ndidete numbriline ning graafiline lahendamine programmi Mathematica 6.0 abil ja nende

analiilisimine ning kommenteerimine. Valdavalt on kasutatud inglisekeelseid materjale.

To0 algab kirjeldusega klassikalisest Lotka-Volterra kahe liigi mudelist, kus antakse liihiiile-
vaade mudeli loomisest ja arengust. Selles osas on valdavalt kasutatud Wikipedia veebi-

entsliklopeedia inglisekeelset lehekiilge [10].

Edasi tuleb juba ldhemalt juttu vdrrandite populatsioonidiinaamilisest sisust ja tdhendusest
ning siisteemi diinaamikast. Nende teemade puhul olid lisaks allikale [10] abiks artiklid [3, 5]
ja raamatud [2, 6].

Jérgneva jéneste ja rebaste populatsioonide niite probleemi piistitus ja algandmed on voetud

raamatust [2], néite teise lahendusviisi puhul oli eeskujuks raamatu [6] késitlus.

Jargmises peatiikis vaadeldakse peamiselt Lotka-Volterra mudeli edasiarendust kolme liigi
juhtumile. Siin on valdavalt kasutatud artiklit kolmeliigilisest toiduahelast [1]. Selle artikli
olulisemaid arvnditeid on kéesolevas t00s iseseisvalt diferentsiaalvorrandite silisteemide
numbrilise lahendamise teel iile kontrollitud ja saadud on samad tulemused, mis artiklis [1].
Ka on selles peatiikis vaadeldud Lotka-Volterra kolme liigi mudeli erijuhtumeid ning nende
iildistusvoimalust n +1 liigilistele siisteemidele, mida on pohjalikumalt késitletud artiklis [4].
Lotka-Volterra mudeleid saab rakendada populatsioonide arengudiinaamika paremaks
mdistmiseks, véljasuremisohus olevate liikide kaitseks ja kahjuritdrje efektiivsemaks

muutmiseks.

Lisaks tavapérastele kokkuvotvatele jareldustele kirjeldab kdesoleva t66 kokkuvote ka Lotka-

Volterra mudelite puudusi ja pakub vélja nende mudelite edasiarendamise voimalusi.

Autor tdnab lektor Tonu Tonsot heade nédpundidete ja soovituste eest kidesoleva

bakalaureusetoo kirjutamisel.



MUDEL

Lotka-Volterra vorrandid (tuntud ka kui kiskja-saaklooma vorrandid) on paar esimest jarku
mittelineaarseid diferentsiaalvérrandeid, mida kasutatakse sageli selliste bioloogiliste
siisteemide diinaamika kirjeldamiseks, kus puutuvad kokku kaks erinevat liiki: kiskja ja

saakloom. Lotka-Volterra vorrandid kirjutatakse tavaliselt vélja nii:
dx

— = x(a - fy)
dy
E;——F@—axL
kus

e yon kiskja (nt. huntide) arvukus

e x on tema saaklooma (nt. jineste) arvukus

&
ar

ja ﬁ nditavad eelmise kahe populatsiooni muutumist ajas
e tonaeg

® a,p,y, 0 on parameetrid, mis iseloomustavad kahe populatsiooni vastasmdju.

Lotka-Volterra siisteem on niide tildisest kiskja-saaklooma mudelist, mida sageli kutsutakse

ka Kolmogorovi mudeliks:

%=f®ﬂx

oawv
£=3®ﬁﬁ

kus f(x,7) ja g(x.¥) on funktsioonid, mis tdhistavad vastavalt saagi ja kiskja kasvumaira
isendi kohta. Neid funktsioone nimetatakse ka troofilisteks funktsioonideks. Kolmogorovi
mudel on antud ildisemas raamistikus, see modelleerib kiskja-saagi vastastikuse moju,

konkurentsi ja haigustega dkoloogilise slisteemi diinaamikat. [10]



AJALUGU

Lotka-Volterra kiskja-saaklooma mudeli pakkus algselt vélja ameerika biofiiiisik Alfred
James Lotka nn autokataliiiitiliste keemiliste reaktsioonide teoorias 1910. aastal. 1920. aastal
laiendas Lotka (Kolmogorov’i mudeli abil) oma mudelit "orgaanilistele siisteemidele",
kasutades nditena taimeliiki ja taimetoidulist loomaliiki, ning 1925. aastal kasutas ta neid
vorrandeid, et analiilisida kiskja-saaklooma vastasmdju oma raamatus biomatemaatika kohta
(Elements of Physical Biology), saades vorrandid, mida tunneme praegu. Itaalia matemaatik
Vito Volterra, kes analiiiisis statistiliste meetoditega Aadria mere kalade arvukuse muutumist,
joudis samade vorranditeni iseseisvalt 1926. aastal. C.S. Holling laiendas seda mudelit
omakorda kahes 1959. aastal ilmunud artiklis, milles ta néitas, et kiskja poolt tarbitud
saakloomade arv voib sdltuda saakloomade populatsiooni tihedusest kolme erineva

seadusparasuse kohaselt.

I11

Tarbitud saam arv

Saagi populatsivom tihedus

Joonis 1

Esimesel juhtumil on tegemist lineaarse kasvuga (klassikaline Lotka-Volterra mudel), teisel
juhtumil toimub ,.hiiperboolne* ldhenemine teatavale piirvédrtusele ja kolmandal juhtumil on

tegemist logistilise kasvuga. [§]

Nii Lotka-Volterra mudelit kui ka Holling'i laiendust on kasutatud pddra ja hundi
populatsiooni modelleerimiseks Isle Royale Rahvuspargis, kus kiskja-saaklooma suhteid on
kirjeldatud rohkem kui 50 teadusliku artikliga ja mis on seega iiks paremini uuritud kiskja-

saaklooma suhteid. [11]

Lotka-Volterra vorrandit on pikka aega kasutatud ka majandusteoorias, esmalt Richard
Goodwin’i poolt 1965. aastal [3]. Majanduses on iihendatud paljud, kui mitte koik,
toostusharud. Erinevate tdoOstusharude diinaamika modelleerimiseks pakuti vélja troofiliste
funktsioonide rakendamist erinevate valdkondade vahel ja vdiksemate sektorite ignoreerimist,

vottes arvesse ainult kahe to0stussektori vastasmaju.



VORRANDITE POPULATSIOONIDUNAAMILISEST SISUST

Lotka-Volterra mudeli rakendamisel kasutatakse kiskja ja saagi populatsioonide keskkonna ja
arengu kohta mitmeid tdiendavaid eeldusi:
1. Saaklooma populatsiooni toidulaud on piiramatu.
2. Kiskja populatsiooni toiduvarud soltuvad tdielikult saaklooma populatsiooni suurusest.
3. Populatsiooni muutuse mair on proportsionaalne tema suurusega.
4. Keskkonna tingimused ei muutu protsessi kédigus iihe liigi kasuks ja geneetiline
kohanemine on nii aeglane, et selle voib vaatluse alt vilja jitta.
Kuna kasutatakse diferentsiaalvorrandeid, on lahendus ette madratud ehk deterministlik ja

pidev. See omakorda tdhendab, et nii kiskja kui saaklooma generatsioonid muutuvad pidevalt.

Saakloom

Esialgses saaklooma vorrandis sulgude avamisel saame :

dx
E= ax — fxv.

Eeldatavalt on saakloomal piiramatu toiduvaru ja nende paljunemine toimub eksponentsiaal-
selt, kui ei puututa kokku kiskjaga. See eksponentsiaalne kasv on esindatud iilalndidatud vale-
mis liikme @x kaudu. Saaklooma jahtimise mdir on eeldatavasti proportsionaalne kiskjate ja
saakloomade kohtumise sagedusega, see on valemis esindatud liikme &x¥ abil. Kui x vdi ¥
on null, siis ei saa kiskja ja saakloom kohtuda. Nende kahe termini abil voib tilalndidatud
valemit tdlgendada jargmiselt: saagi arvukuse muu-tus avaldub tema enda juurdekasvu ja jahi

tulemusena toimuva arvukuse vihenemise vahena.

Kiskja

Kiskja vorrandiks saame sulgude avamisel:

ady
ko A

Selles vorrandis tihistab dxy kiskja populatsiooni kasvu. (Paneme tihele sarnasust liikkmega
#Zxy saaklooma vdrrandis. Kiskjate populatsiooni kasvumddr sdltub kiskja ja saaklooma
kohtumise tdendosusest, aga ei ole tingimata vordne saagi tarbmise miéraga.) Kiskja kao
méiira esindab liige ¥¥, mis on tingitud kas loomulikust surmast v3i emigratsioonist. Kui
saakloomi ei ole, siis kiskjate arvukus hakkab eksponentsiaalselt kahanema. Seega vorrand

véljendab muutust kiskja populatsioonis kui juurdekasvu ja loomuliku surma vahet. [10]



VORRANDITE LAHENDID

Vorranditel on perioodilised lahendid, aga need lahendid ei esitu {ihe lihtsa trigonomeetrilise
funktsiooni abil. Vorrandite lineariseerimisel saame aga lahendi, mis sarnaneb lihtsale

harmoonilisele liikumisele, kus kiskja arvukus ldheneb saagi omale.

‘/\/\/ S
.\/\/\ — kiskja

aeg

populatsioon

Joonis 2
Néaiteprobleem

Votame kahte liiki loomad, paavian (saak) ja gepard (kiskja). Kui algselt on 80 paaviani ja 40
gepardit, siis saab graafiku abil ndidata nende kahe liigi populatsioonide arvukuse muutumist

ajas.

" - Saak (paavianid 1
— Kiskja(gepardid) | | |

Saagi ja kiskja arv
3

Aeg

Joonis 3
Samuti saab joonestada lahendi, mis vastab antud kahe liigi arvukuse perioodilisele
muutumisele. Kujutades paavianide arvukust x ja gepardite arvukust ¥ samadel ajahetkedel

arvupaaride hulgana, saame nn faasidiagrammi.



Kui t kasvab, siis liikkumine modda faasidiagrammi toimub Lotka-Volterra mudelis

vastupdeva. Erinevatele algvéértustele vastavad faasidiagrammil erinevad kontsentrilised

kinnised jooned.

Kiskjate (gepardite) arv

u] 20 40 21} j=n) 100 120 140 160 180 200

Saakloomade (paavianide) arvukus

Joonis 4

Graafikud illustreerivad selgelt Lotka-Volterra mudeli tdsist probleemi: teatud algvéartuste
puhul vdib paavianide arvukus langeda nii madalale tasemele, et nii paavianid kui ka seejérel
gepardid surevad vilja (kui paaviane ja gepardeid on vdhem kui iiks). Mudel seda
viljasuremist ei arvesta, vaid lubab arvukusel taastuda isegi 10°'° tasemelt. Sellist
modelleerimise probleemi kutsutakse ka ,atto-fox (ingl.k) probleemiks®, kus atto-fox on

imaginaarne 107"® rebast (kiskjat). [10]

SUSTEEMI DUNAAMIKA

Siisteemis kasvab kiskjate arv joudsalt, kui on piisavalt saaki, kuid 16puks kasutavad kiskjad
dra oma toiduvarud ja nende arv hakkab kahanema. Kui kiskjate arvukus on madal, hakkab

saagi arvukus taas tousma. Selline diinaamika jatkub kasvamise ja kahanemise tsiiklis.

Populatsiooni tasakaal

Mudelis esineb populatsiooni tasakaal, kui kummagi populatsiooni tase ei muutu, niiteks kui

molemad tuletised on vordsed nulliga.
xfla—fy) =0

—y(F—0x)=10



Kui lahendada see siisteem x ja y suhtes, siis

Seega leidub 2 tasakaalupunkti.

Esimene lahend esindab mdlema liigi vdljasuremist. Kui mdlemad populatsioonid on nullis,
on nad seda lOopmatuseni. Teine lahend esindab fikseeritud punkti, kus mdlemad
populatsioonid sdilitavad oma praeguse nullist erineva arvukuse ja teevad seda lihtsustatud
mudelis Idpmatuseni. Populatsioonide tasemed, kus tasakaal saavutatakse, soltuvad

parameetrite a, 3, y, 0 valitud véartustest.

Fikseeritud punktide stabiilsus
Fikseeritud punkti stabiilsust saab kindlaks teha osatuletiste abil lihtsustamise teel, samas
teine fikseeritud punkt nduab veidi keerulisemat meetodit.

Kiskja-saaklooma mudeli jakobiaan on:

_|le—Fy —f=x
Jlx, 30 = gy Sx— ¥l

Esimene fikseeritud punkt

Kui arvutada punktis (0,0), saame jakobiaani:
a 0
0=l 2|

Selle maatriksi omavéairtused on
-a-l = ﬁ:; "li = _?’T;

kus ¥ ja @ on alati nullist suuremad, seega iilevalolevad vairtused erinevad alati teineteisest.

Seega on fikseeritud punkt oma olemuselt sadulpunkt.

Oluline on selle fikseeritud punkti stabiilsus. Kui see oleks stabiilne, meelitaks see ligi nullist
erineva arukusega populatsioone ja nii vOib siisteemi diinaamika viia mdlema liigi
viljasuremiseni esialgse arvukuse paljudel juhtudel. Kuid kuna fikseeritud punkt on

sadulpunkt ja seega ebastabiilne, ndeme, et molema liigi viljasuremine on selles mudelis



keeruline. Nimelt saab see juhtuda vaid juhul, kui saak kunstlikult tdielikult likvideerida, mis
tooks kaasa kiskja suremise nélja tottu. Kui kiskjad likvideerida, kasvab selles lihtsas mudelis

saagi arvukus piiramatult.

Teine fikseeritud punkt

Arvutades jakobiaani teises fikseeritud punktis, saame

@ 0 _%
f{%rﬁ) = ﬁ_a- o !
g

Selle maatriksi omavédrtused on

Ay = Lﬁrﬂ_‘}‘, Ay = —L,‘le{af_'}'.

]
-

Kuna omavéirtused on molemad imaginaarsed, ei ole see fikseeritud punkt hiiperboolne,

seega ei saa lineaaranaliilisist mingisuguseid jareldusi teha.

Diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendades vOime esitada lahendid ilmutamata kujul
Ay . L . .
jargmisel viisil: & = fg_; fﬁ Andes K-le erinevaid vairtusi, saame nn taseme kdverad, mille

puhul on tegemist suletud trajektooridega fikseeritud punkti timber. Jarelikult kiskja ja saagi

populatsioonide tasemed korduvad ja vonguvad timber selle fikseeritud punkti.

Konstandi K suurima viirtuse saame lahendades optimeerimisiilesande:

e _-x'}r },ﬁ’.x}"
—— = ——— = max
afy gfx  glxtly  ap

K maksimaalne viirtus saavutatakse statsionaarses punktis [E%j ja saadakse valemiga

e @)

kus € on Euleri arv. [10]
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MUDEL REBASTE JA JANESTE NAITEL

Kontekst: Eeldame, et mdned jénesed ja rebased elavad kinnises piirkonnas, kus janestele on
piisavalt toitu ja rebaste toidulaud sdltuvab jdnestest arvukusest. Jineste toidulaual pole
praktilisi piiranguid, sest rebased ei lase neil liialt paljuneda. Teeme ka lihtsustava eelduse, et

janestel pole teisi looduslikke vaenlasi peale rebaste ning jdnesed on rebaste ainsaks toiduks.

Eesmark: Arendada vilja mudel, mis vdimaldab ennustada elus olevate jéneste ja rebaste

arvukust mingil ajahetkel. [2]

Matemaatilise mudeli formuleerimine: Muutujad on x(f) — jdneste arv ajahetkel t ja
¥(t) — rebaste arv ajahetkel t. Et mudeliga jatkata, peame tegema mdned oletused. Eeldame,
et kui janesed jadksid iiksi, see tdhendab rebaste puudumisel, tduseks nende arvukus umbes 4
korda iihes ajaiihikus. Saame jéneste arvukuse tousu viljendada diferentsiaalvorrandiga

pri 14x, kuivy=0.

Paneme tihele, et selle vorrandi tipne lahend on x(£) = x(0)e** mis on niide
eksponentsiaalsest kasvust teguriga #** | mis on umbes 4,0552. Kui ei oleks ainsatki janest,
sureksid rebased nilga. Eeldame, et rebaste arvukus vdheneks iihes ajatihikus 10% vorra. See

tdhendab, et:

d}r— L kuix=10
== Ay, kuix =00

Selle vorrandi tipne lahend on ¥ () = ¥ (@) €~ % mis tihendab eksponentsiaalset

kahanemist teguriga @ %%, mis on umbes 0,904837.

Kui jénesed ja rebased eksisteerivad koos, on moistlik oletada, et kiirus, millega rebased
janeseid tapavad, on proportsioonis nii jdneste kui rebaste arvukusega. Samuti, mida rohkem
neile seal siiiia on, seda tervemaks muutuvad rebased ja seda rohkem noori rebaseid siinnib.
Kui need vastasmojud lisada eespool olevale jéneste kohta kdivale diferentsiaalvorrandile,

votab see kuju

dx—lﬂr 181974 1
dr_r-x .-EI ¥ E:I'

Siin liige *¥ on proportsionaalne jénese ja rebase kohtumise tdendosusega ning sellised
kohtumised mdjuvad negatiivselt jdneste arvukusele ning positiivselt rebaste arvukusele.

Konstant 0,02 nditab {ihes ajaiihikus {ihe rebase poolt tapetud jéneste populatsiooni osakaalu.

11



(Vaartus 0,02 on valitud nii, et tulemused vastaksid ligikaudu reaalsete populatsioonide

arvukuse muutumisele etteantud tingimuste korral.)

Siin x ja ¥ on liikide arvukused, seega probleemi lahendamisel vaatleme neid vorrandeid

mitte kogu x¥ tasandil vaid selle esimeses veerandis, s.t. & = @ ja 3 = 0,

Sarnaselt esitub meie diferentsiaalvorrand rebaste kohta

W

—=0001xy- 01y (2).

Siin konstant 0,001 tdhistab seda, kui palju siinnib rebaseid juurde {ihe ajaperioodi jooksul iga
dras60dud jinese kohta (taas reaalsete populatsioonide arvukuse jdlgimisel leitud hinnang-

vaartus).

Tasakaalupunktide uurimiseks votame

see tihendab, et
14x — 0,02xy = 0,001xy — 0,1y = 0.

Uheks lahendiks on ilmselgelt

mille puhul puudub igasugune elutegevus. Teise lahendi saame vorrandisiisteemist

% 1,42 —0,02xy =0
0.00Lxy — 0,1y = 0.

x =100, ¥=70.

Selle mudeli kohaselt ja nendel tingimustel elaksid 100 janest ja 70 rebast ,,harmooniliselt*

koos ja nende arvukus jadks samale tasemele midramata ajaks.
Teine moodus lahendamiseks:

Jagades vorrandi (2) vorrandiga (1), saame tihe hariliku diferentsiaalvorrandi:

dy =01+ 0001 xy

ax 14x — 0,02 xy

¥(=0,1 + 0001 x)dx = x (14— 0,02 ¥) dy

See on eralduvate muutujatega vorrand. Eraldame muutujad:

v| =1,

e

—0,1+ 0,001 — 0,02y
xy + xdx_lﬂ A }af.:|

- ¥

-

12



Lahendid x = 0 ja y = 0 jatame korvale kui tilesande sisust lahtudes ebahuvitavad.

Integreerime

dy = C

e

-1 4+ G0l 14+ 002y
[obatusoix,  [-i4+osny

w

—01inx + 0,001x—14lny +0,02y = C
In(x~%1gttMy=12g080% = InC,, kus InC, =C.
Siit
g®U0lx o002y
X0 yiA

= C,.

Viimane seos esitabki lahendeid ilmutamata kujul. Selle lihemal uurimisel ilmneb, et

lahendid kujutavad endast kinnisi kdveraid timber punkti, mille koordinaatideks on

Andes C;-le erinevaid véartusi, saame suletud trajektoorid tasakaalupunkti {100, 7€) imber:

A

120+

100 ¢

80

60
40 ¢
20+
160 260 360 460 560
Joonis 5

13



Oleme joudnud sama tulemuseni kahel erineval moel.

Kui me proovime algviirtusi x{0) = 100 ja ¥(0) = 40, saame me tsiiklilise kditumise nii

janeste kui rebaste populatsioonides.

A
400 |
300 |
200
100
20 40 60 o
Joonis 6

Janeste populatsioon vongub 6 ja 430 vahel, kogu tsiikkel kordub umbes iga 19,6 ajaiihiku

tagant. Rebaste populatsioon vongub 40 ja 112 vahel sama perioodiga.

0 100 200 300 400

Joonis 7

Faasidiagrammil ndeme jineste ja rebaste populatsioonide tasemeid tihendatult, trajektoor on
suletud kover. Esialgne punkt on mérgitud punktina (100,40) ja litkumine mdédda trajektoori
toimub vastupdeva. Punkt (100,70) on tasakaalupunkt. Punktides vahemikus (100,40) ja

(430,70), kasvavad molemad populatsioonid. Paneme téhele, et selles piirkonnas & = 100 ja
3 = 70 ning % =0 ja %‘:‘m 0, mis kinnitavad just 6eldut. Sektsioonis, mis jddb punktide
(430,70) ja (100,112) vahele, olles iiletanud horisontaalse joone ¥ = 70, saame :—: =0 ja
%:w 0. Meie interpretatsioon sellest on, et niitid on nii palju rebaseid, et jéneste arvukus
langeb. Sektsioonis, mis jddb punktide (100,112) ja (6,70) vahele, ei ole rebastele piisavalt

toitu, nii et langeb ka nende arvukus (% # 100 ja 3 = 70, seega % = O ja % = @). Viimases

14



faasidiagrammi piirkonnas on nii vihe rebaseid, et janeste arvukus hakkab taas tdusma ning

jouame tagasi alguspunkti. Paneme téhele, et ¥ maksimaalne ja minimaalne véértus esinevad,

kui & = 100, tasakaalu viairtus, ja é = 0, samas kui ¥ maksimaalne ja minimaalne viirtus

)

esinevad, kui ¥ = 7@, so tasakaalupunkti viirtus, ja a_:r- = . [lma diferentsiaalvorrandeid

lahendamata aga tegelikke maksimum- ja miinimumvaiértusi leida ei saa.

Kui alustame teistsuguste {0 ja (&) vdartustega, saame sarnase kditumise trajektoori kujul,

mis on samuti suletud kdver iimber tasakaalupunkti.

aeg | janesed | rebased
0 100 40
1 180,51 41,49
2| 303,25| 47,68
3| 416,81 62,20
4| 389,09 85,57
5 228,37| 105,79
6 102,38 | 112,19
7| 45,075| 108,82
8 22,21| 101,66
9 12,78| 93,54
10 8,65 85,53
11 6,85 77,98
12 6,26 71,02
13 6,55 64,67
14 7,72| 58,93
15 10,15 53,79
16 14,70 | 49,27
17 23,16 45,41
18 39,10 42,36
19 69,46 40,40
20 126,29 40,20
21| 224,08| 43,17
22 354,99 52,14
23| 429,05 70,61
24| 332,23 94,78
25 169,75 | 109,92
26 73,78 | 111,64
27 33,63 | 106,26
28 17,56 98,53
29 10,77 90,38
30 7,76 82,52
Tabel 1

Antud tabelis on toodud 30 ajatihiku jooksul jdneste ja rebaste
arvukused. Siit ndeme, et alustasime 100 jidnese ja 40 rebasega.
Jéneste arvukus tduseb 3. ajaiihikuni ja hakkab siis langema. Rebaste
arvukus jitkab tdusu aga kuni 6. ajatihikuni. Peale 12. ajaiihikut
hakkab jidneste arvukus vaikselt taas tdusma, rebaste arvukus jitkab
aga langemist. 20. ajalihikuks on jineseid juba nii palju, et ka
rebaste arvukus saab hakata kasvama. Taas 3 ajaiihiku moéodudes
ehk 23. ajaiihikuks on rebaseid aga juba nii palju, et janeste arvukus
langeb taas. Jillegi omakorda 3 ajaiihiku moodudes, 26. ajatihikuks,
on jineseid jddnud nii véheks, et ka rebaste arvukus hakkab

vihenema.
Seega ndeme ka siin tabelis samasugust tsiiklit nagu joonisel 6.

Meenutame, et valisime diferentsiaalvorrandite kordajad n-6
etteantuna ja joonised ning tabel niitavad nende kordajate puhul
saadud tulemusi. Sarnaseid koveraid on saadud ka reaalsete andmete

pohjal, nditeks Kanada ilveste ja jdneste vastasmoju uurimuses [12].
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Kui me aga teeme tingimused jineste jaoks vdga ebasoodsaks, alandades nende siindimust, ja
hindame timber rebaste moju jdneste populatsioonile nii, et janeste kohta kéiv diferentsiaal-

vorrand oleks kujul

dx
E - ﬁ;?.‘-'{' - ﬂpLTF;

jattes teise diferentsiaalvorrandi muutmata ja alustades 100 janese ja 40 rebasega, ndeme, et

juba pérast 1,5 ajatihiku m66dumist on meil vihem kui 1 janest ja umbes 35 rebast.

80+
60+

40

20

0.5 1.0 1.5 500 1000 1500 2000

Joonis 8
Kui me vaatamata jineste Kkatastroofile jitkame oma mudeliga, ilmneb, et jéneste
populatsioon saavutab miinimumi 3,42099x10™ peale 18 ajaiihiku méddumist ja siis taastub,
samal ajal rebaste populatsioon saavutab miinimumi 0,134858 pérast 59 ajaiihikut, peale mida

mdlemad populatsioonid kasvavad iiheaegselt.

Niitid taipame, et reaalsuse mottes oleksime pidanud alustama sellest, et meie mudel rakendub
vaid juhul, kui = = 1 ja ¥ = 1. Kokkuvote viimasest mudeli kdigust on, et jinesed oleksid
pérast 1,5 ajaiihiku moddumist vidlja surnud ja rebased peaksid pérast seda kas leidma

alternatiivse toiduallika voi ka ise surema.
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LOTKA-VOLTERRA KOLME LIIGI TOIDUAHEL

Okosiisteem, mida siin modelleerime, on kolmest liigist koosnev toiduahel, kus madalaima
astme saagile x, peab jahti keskastme liik ¥, mis on omakorda toiduks kdrgema astme kiskjale
z. Naiteid sellistest kolmeliigilistest 6kosiisteemidest: hiir-madu-kakk, tammetdrud-orav-kull,

uss-punarind-pistrik, jinesekapsas-janes-ilves.

Sellist 0kosusteemi iseloomustab mudel:

dx

- e Bxy

dy _ &

F —C¥F + dxy — 8yz
dz

& = fateyzn

kus @ &, ¢.d.e.f. g = ©. Siin @ & ¢, d on imbertdhistatult @ #.¥. & meie esialgses kahe liigi

Lotka-Volterra mudelis ja & f, g tdhistavad teise ja kolmanda liigi vastasmoju:
e e tdhistab kiskja z moju liigile v,
e [ tdhistab kiskja z loomulikku surma saagi puudumisel,
e g tdhistab kiskja z populatsiooni kasvu (saagi olemasolu korral).

Kuna populatsioonid on mittenegatiivsed, siis ka siinkohal vdtame vaatluse alla piirkonna

{(xy2)lx=0y=0z=0}cRE
Mirkame, et kdrgema astme kiskja puudumisel, st. kui # = @, taandub mudel klassikalistele

Lotka-Volterra vorranditele, kus tasakaalupunktiks on i;%; 0}.

Kui vaatleme mudelit xz-tasandil, ehk kui 3 = 0, taanduvad vorrandid kujule:

& —
a
dy _
dt
dz
E = —fz u
d: = —fz viitab sellele, et kui * —+ @, siis z liheneb eksponentsiaalselt 0-le. Samas viitab

dr
% = ax sellele, et kui £ =+ =2, siis x kasvab eksponentsiaalselt. See tuleneb sellest, et litk x on

vaba kiskjatest ja liigil z puudub toiduallikas.
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Trajektoorid xz-tasandil saab tuletada eralduvate muutujatega vorrandist

mille lahend on = = Ex~7's,

Vaadeldes vz-tasandit, kus & = @, saame vOrrandid:

dx—ﬂ
et

ey
— —-C‘}:l' — G}:"z

dt

dz
e —fz+ gys

Kuna % & —cy, saame, et ¥ = @, kui £ = @, See omakorda tdhendab, et z = U, kui & — <2,

Paneme tihele, et ka :—; on samuti eralduvate muutujatega vorrand ning selle lahendid vz-
tasandil on kujul:
—Fflny +g¥y= —clnzr—ez + K.

F

Kui alustame selliselt, et ¥ ::n;, siis Z saavutab maksimumi, kui ¥ langeb tasemele i

Bioloogiliselt tdhendab see, et nendes tingimustes v3ib kiskja z arvukus ajutiselt kasvada,
kuniks on &ra kulutatud kogu s66givaru ehk liik . Seejarel sureb liik z tavaliselt siiski vilja,
kuna puudub tdiendav toiduvaru. Kokkuvottes surevad madalama astme saagi x puudumisel

koik liigid 15puks vilja. [1]

Tasakaalupunkt ja lineaaranaliius

Diferentsiaalvorrandisiisteemide analiilisimisel on tihtipeale kasulik vaadelda lahendeid, mis
ajas ei muutu, see tihendab, mille puhul % =0, % =10ja E = . Selliseid lahendeid
nimetatakse tasakaalupunktideks voi fikseeritud punktideks.

&
-

Kolme liigi mudelil on kaks tasakaalupunkti: {Q;0; @) ja (i3 0).
Allikas [1] vaadeldakse pohjalikumalt kolme liigi toiduahela tasakaalupunkti erijuhtumit

a_F =
m gehk,ga; fh.
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Kasutades programmi Mathematica 6.0 diferentsiaalvdrrandisiisteemide lahendamise ja nende
lahendite graafilise interpreteerimise voimalusi, lavastasime ise 14bi erinevad juhtumid ning
joudsime samade 10pptulemusteni, mida esitab allikas [1]. Koostatud programmildigud voib

leida ka kéesoleva todga kaasasoleva CD pealt.

Kasutades algtingimusi {x, 3,2) = (%r 1,Z) ja parameetreid

a=b=c=d=¢=f =g =1, saame jargmise graafiku:

A — D
7 MM |
= x(£)

NIRRT

0+

Joonis 9
See graafik iseloomustab hésti erijuhtumit ga = f&. Bioloogiliselt jadvad koik kolm liiki
plisima ning nende arvukus muutub aja jooksul perioodiliselt {ihise perioodiga. Paneme tdhele
maksimumide asukohti. Ndeme, et madalama astme saaklooma x populatsioon saavutab
maksimumi esimesena, talle jargneb keskastme liigi ¥ maksimum ja viimasena saavutab

maksimumi tippkiskja z.

Kujutame samu tulemusi ka faasidiagrammil:
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Joonis 10

Jargnevalt vaatleme juhtumeid, kus ga = fb.

Esmalt kisitleme juhtu ga = f&. Algtingimustel {x,3.z) = (0.5,1,2Z) parameetritega

a=b=c=d=g=Ff=1jag =088 saame joonise:

A
4+ = =z
@
— =)
3 L
2
WD
‘ N\ X e
16 20 3‘0 46 >

Joonis 11

Graafikult ndeme, et tippkiskja arvukus hakkab ldhenema nullile; saakloomade x ja y arvukuse

puhul toimub 1dhenemine perioodilisele vonkumisele.

Faasidiagrammilt ndeme, et siin liiguvad lahendid spiraalselt alla xy-tasandi poole ja

16pptulemusena saame Lotka-Volterra kahe liigi mudeli faasidiagrammi.
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Joonis 12

Vaatleme niiiid ka juhtu ga& = f&. Lahend algtingimustel (x,¥,z) = (%, 1, 2) parameetritega
a=b=c=d=s=Ff=1jag =16
A

50| — @
e
_ xit)
40

Joonis 13

ja vastav faasidiagramm:
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Joonis 14

Kokkuvottes saame Oelda, et iildine pikaajaline tippkiskja z pilisimajddmine soltub ainult
parameetritest a@. &, ., g. Kui ag = fb, siis liikk z sureb vilja, samas kui @g = b korral jaib
liik z ellu ja juhtumil ag = f& kasvab ta arvukus piiramatult. See on ka intuitiivselt aimatav,
kuna a ja g suuremad véirtused on ilmselgelt liigile z kasulikud (a — saaklooma x
eksponentsiaalne juurdekasv, g — kiskja z populatsiooni kasv), samal ajal & ja f suuremad
véartused on liigile =z kasvu aeglustava mdjuga (b — liigi ¥ moju liigile x, e — kiskja z mdju
liigile ¥). Huvitav on tdheldada, et parameetrid, mis on otseselt seotud kesktaseme liigiga ¥,
s.0 ¢, jae, ei avalda mingil viisil mdju sellele, kas liik z sureb vélja voi ei. Liik ¥ kditub
vaid kui kanal alam- ja tilemliigi vahel. Lisaks ei luba mudel liigi ¥ vidljasuremist, seni kuni

liik x on piisiv.

Kolme liigi mudeli erijuhud

Vaatleme liihidalt Lotka-Volterra kolme liigi mudeleid kujul kaks saaklooma + iiks kiskja

ning liks saakloom + kaks kiskjat. Need on 2 + 1-dimensioonilised siisteemid. Siin

eeldatakse, et voib vilja jitta saakloomade omavahelise konkurentsi ja kiskjate omavahelise
konkurentsi. Sellistel juhtudel sureb tiiks liik alati vélja ja silisteem kiitub asiimptootiliselt kahe

liigi Lotka-Volterra siisteemina.

Kiskja-saaklooma kolme liigi vastasmdjude kohta kerkib kaks vdimalust: kahe saaklooma-

tihe kiskja stisteem:
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%y = xy(a; — byy)
%y = xg(@y — Byy) (L)
F=y(—c+dyx; +dyxg)

ja kahe kiskja-iihe saaklooma siisteem:

=

= x(a— by —b3)
y =y (—ey +dyx) (2).
b = ¥ol—cy +dyx)

o]
-

Gl B3

Siin x,,x, on saaklooma populatsioonid ja ¥, ¥, on kiskja populatsioonid ning a,, &, ¢;, &, on
positiivsed konstandid.
Vorrandid (1) eeldavad, et saaklooma populatsioonid x,,%, el ole saavutanud ega ei ole

vOimelised saavutama oma keskkonna mahutavust kiskluse tottu voi mingitel muudel
pohjustel ja et litkidevaheline konkurents puudub voi on ebaoluline. Sellised olukorrad (otsese
konkurentsi puudumine kahe saaklooma liigi vahel, kellel on iihine kiskja) ei ole tavalised,
kuid nad ei ole ebareaalsed ja on kindlasti evolutsiooni kéigus esile kerkinud. Kunstliku
voorliikide lisamise tulemusena on leitud mdningaid niiteid sellistest siisteemidest Uus-
Meremaal [4]. Kiivi(lind) — jénes — kérp on {iks néide sellisest siisteemist. Hoivates erinevaid
okoloogilisi nisSe (pdodsas kiivi jaoks ja avarad véljad jénesele) ei vdistle kiivid ja jdnesed
omavahel. Kummagi liigi populatsioonid ei kiilindi kaugeltki oma keskkonna mahutavuseni
kiskluse ja jéneste populatsiooni kunstliku kontrollimise tottu. Seega saab kiivi-janes-kérp

vastasmoju adekvaatselt hinnata ithtede ja samade vorranditega (1).

Vorrandid (2) kirjeldavad situatsiooni, kus kaks kiskja liiki sdltuvad iihisest saakloomast ja
need kaks kiskja liiki ei puutu omavahel otseselt kokku (vihemalt mitte tavaliselt), ei pea
iiksteisele jahti ja iiks ei sOltu teisest kui toiduallikast. Sellised situatsioonid ei ole

ebatavalised ja voivad esile kerkida mitmetel erinevatel juhtudel. [4]
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Uldistus n +1-dimensioonilistele siisteemidele

Eelmises punktis esitatule analoogilist 1dhenemist saab lihtsasti laiendada ka siisteemidele,

kus on palju saakloomade liike ja iiks kiskja voi iiks saakloom ja palju kiskjate liike.

Siisteemi, mis koosneb 7 saaklooma liigist ja iihest kiskjast, eeldusel, et saaklooma liikide

vastasmoju on ebaoluline, saab kirjeldada jirgmiste vorrandite abil:

Xy =xylay — Byy) X = m(a, — by
7= 3( —c+deJ

Indeksite jirjekord valitakse nii, et @y = @y = ** = @, , kus p; = % &5‘4 on x; ellujdémis-
tdendosus.

Siisteemi lihe saaklooma ja 7 kiskja liigiga, eeldusel, et liikidevaheline otsene konkurents

kiskjate puhul on olematu voi ebaoluline, saab kirjeldada vorranditega:

=x(a— i By

o= ¥y E_CJ.'I' d:l."xj Ve T Fa E_ci'} + dmxj

=

Siin valitakse indeksite jarjekord nii, et §; = g3 = " %= @y, kus g, = 4 fﬂ_: on ¥; ellujdémis-

tdendosus. [4]

Lotka-Volterra kolme liigi mudelite rakendusvdimalusi
Kolme ja enama liigi mudelitest saab teha mitmeid rakenduslikke jareldusi.

Artikkel [4] pakub 2+1 ja 1+2 mudelite baasil mdne bioloogilise liigi elimineerimise
vOimalust. Taimtoidulise liigi saab elimineerida kisklusega, kui leidub teine taimtoiduline liik
korgema ellujdamistdendosusega, kes tagab kiskjale piisiva toiduvaru, isegi kui otsene
konkurents nende kahe taimtoidulise liigi vahel puudub. Ebaedukas kiskjaliik elimineeritakse
16pliku aja jooksul, kui leidub teine kiskjaliik suurema ellujddmistdendosusega. Sellised

tulemused viivad meid jérelduseni, et kisklus, mitte ainult konkurents, on evolutsiooni kiigus
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monede liikide véljasuremise pohjuseks. Nagu juba mainitud, on selliseid situatsioone uuritud
Uus-Meremaal, kus pdliste ja sissetoodud litkide kokkupuutumisel on laastavad tagajarjed
polistele liikidele. Katsetulemused viivad jirelduseni, et pdlisliigid viiakse sellega Uus
Meremaal viljasuremiseni, mitte ainult ebadnnestunud konkurentsi tulemusena vaid ka juhul,
kui konkurents puudub. Naiiteks iilalmainitud juhul (kiivi-janes-kérp siisteemis) voib kiivi
saada elimineeritud 10pliku aja jooksul vaid kiskluse tulemusena. Selline tulemus aitab

paremini moista loodusliku valiku mehhanismi.

Samuti annavad saadud tulemused uue vaatenurga kahjuritdrje probleemile. Tavaliselt
tdhendab bioloogiline kahjuritdrje kiskja siisteemi sissetoomist, kes vdhendaks kahjuri
populatsiooni arvukust aksepteeritavale tasemele. Selline 1dhenemine antud probleemile on
aga vaid lihiajaline lahendus, kuna mone aja mdddudes jouab siisteem diinaamilise
tasakaaluni. Kahjuritdrje oleks tunduvalt efektiivsem, kui samaaegselt kiskja sissetoomisega,
toodaks juurde ka tdiendav saaklooma liik, kes tagaks kiskjale pikaajalise toiduvaru. Ei ole
vajalik, et uus saaklooma liik konkureeriks kahjuriga ressursside parast. Tegelikult oleks isegi
parem, kui konkurentsi ei toimuks, kuna ressursid voivad olla just need, mida kahjuritdrjega
ptiitakse kaitsta. Sissetoodul saakloomal peab aga olema suurem ellujddmistdendousus kui
kahjuril. Sellistel asjaoludel havitatakse kahjuri liik 10pliku aja jooksul téielikult. Loomulikult
peaks uus saakloom olema kahjutu voi vihem kahjulik kui esialgne. Nii on lihtsa kiskja-

saaklooma mudeli analiilisimisega joutud védga huvitava bioloogilise tulemuseni. [4]
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KOKKUVOTE

Lotka-Volterra kahe liigi mudel voimaldab kirjeldada kiskja ja saaklooma piisivat
kooseksisteerimist, kusjuures mdlema liigi arvukus on perioodiliselt muutuv ja teineteise
suhtes faasinihkega. See mudel on paljude tidnapédeval kasutatavate populatsioonidiinaamika
mudelite aluseks. Kahjuks ilmnevad Lotka-Volterra kahe liigi mudeli originaalkujul aga nii

monedki probleemid.

Kuna Lotka-Volterra mudeli tasakaalupunktid ei ole stabiilsed, siis kiskja ja saaklooma
populatsioonid kdiguvad perioodiliselt 10pmatult, kusjuures selline kditumine toimub véga
erinevate algparameetrite puhul. Kuigi looduses esineb taolisi tsiikleid, ei ole selline olukord

kuigi tavaline.

Lotka-Volterra mudeli teiseks puuduseks on see, et eeldatakse, et saaklooma populatsioon
kasvab kiskja puudumisel tokestamatult. Reaalsusele paremini vastav oleks selline mudel, kus
eeldaksime, et saaklooma arvukus kasvaks kiskja puudumisel mitte eksponentsiaalselt, vaid
logistilise seaduspdrasuse kohaselt. Kiesolevat bakalaureusetodod ette valmistades sai
veebilehe [7] abiga vaadeldud ka selliseid mudeleid, kus saaklooma arvukus muutub
logistilise seaduspérasuse kohaselt, aga kuna mudel sai loodud mitte diferentsiaal- vaid hoopis
diferentsvorrandite abil, siis bakalaureusetoole kehtivate mahupiirangute tottu tuli see antud

kisitlusest veidi erineva metoodikaga osa bakalaureusetoost vélja jitta.

Reaalsete mudelite koostamisel tuleb véltida ka ,,atto-fox* efekte ja arvestada sellega, et
liigid voivad konkureerida ressursside pérast, liigid voivad ,,abistada“ teineteist (nditeks

kasulikud parasiidid) ja liigid vGivad teisi liike tdielikult hdvitada.

Koiki neid lisatingimusi saab arvesse votta, aga see muudab mudeleid keerukamaks. Paljudel
juhtudel tasuks diferentsiaalvOrrandisiisteemide asemel kasutada diferentsvorrandite
siisteeme. Nende puhul on kergem viltida ,,atto-fox* probleemi, kiskjate ja saakloomade
arvukust saab muuta tdisarvuliseks ja mudeli saab erinevate stindmuste tGendosusi arvestades

muuta jaikdeterministlikust stohhastiliseks.

Kéesolevas bakalaureusetods sai pohjalikult kirjeldatud Lotka-Volterra mudelit kahe liigi
puhul. Kolme ja enama liigi juhtumeid sai vaadeldud pdgusamalt ja referatiivsemalt. Néidetes
olevad diferentsiaalvOrrandite siisteemid on numbriliselt lahendatud tarkvarapaketi
Mathematica 6.0 programmeerimisvdimalusi kasutades. Sama programmiga on tehtud ka
enamik t60s olevatest joonistest. Artiklis [4] toodud néiteid dnnestus diferentsiaalvorrandite
numbrilise lahendamise teel kontrollida ja graafiliselt taasesitada. Té0ga kaasas oleva CD
peal on vastavasisulised Mathematica too6failid, programm Model.exe koos meniiiifailiga
mod_menu.txt ja toofailidega logistilise seadusparasusega mudeli kohta — LoglLoVo1.MOD ja
LogLoVo02.MOD ning t66 loppversioon (LotkaVolterraMudel[1].pdf)
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LOTKA-VOLTERRA MODEL

Maria Arpo
Summary

The present bachelor’s thesis introduces the Lotka-Volterra model, also known as predator-
prey model. The Lotka-Volterra model is based on a system of differential equations
frequently used to describe the dynamics of biological systems in which two species, a
predator and its prey, interact. It was proposed in 1925 by the American biophysicist Alfred
Lotka and in 1926 by the Italian mathematician Vito Volterra. The Lotka-Volterra model is
one of the earliest predator-prey models to be based on sound mathematical principles. It

forms the basis of many models used today in the analysis of population dynamics.

The thesis introduces a thorough description of the two-species model, along with examples
and a population dynamical analysis. In the case of the three-species model some special

cases and their generalisation for n +1-dimensional systems are viewed.

The systems of differential equations in our examples are numerically solved and graphically
presented with the help of the program Mathematica 6.0. In the case of the three-species
model we were able to check the examples in the article [4] and also get the same results

graphically.

In the end of the thesis some disadvantages of the Lotka-Volterra model and possibilities for
utilization of the model are proposed. For example the Lotka-Volterra models can be used for
a better understanding of the dynamics of population growth, to protect species that are in

danger of extinction and to make pestcontrol more effective.
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