Ujuja trajektoor killghoovuse puhul, kui suunda hoitakse
teatud punktile.

m Ulesande Pistitus

Ujuja ujub Ule joe laiusega s, ta ujumise kiirus on vu, jGe voolu kiirus on vj. Ujuja vdljub punktist A ja suundub otse selle punkti vastas olevasse
punkti B, misasub punktist A samuti kaugusel s. Ujuja suundub kogu aeg punkti B suunas. Leida ujuja trajektoori v8rrand, tema poolt 18bitud tee
pikkus jatrajektoori mddda ujumiseks kulunud aeg.

Renove["d obal “ %" ] (*See on kd&i ge ol ul i sem kask, m s puhastab programm n#él ux)

Selleks, et litkumise vorrandid tuleksid v&imalikult lihtsad, olgu |&htepunkti A
koordinaadid (s; 0) jaujujaliikugu punkti B(0; 0) suunas. Siis on suunavektor
suunatud alati koordinaatide alguspunkti poole ja me saame seda esitada

vaimalikult lihtsal kujul. Jogi voolaku y-teljega paralleel ses suunas. Suvalisel gjahetkel
olgu x olgu ujuja asukoha x-koordinaat jay olgu ujuja asukoha y-koordinaat.

Need asukoha koordinaadid ja sdltuvad gjast t ja kahest kiirusest - j6e voolu

kiirusest vj ning ujujakiirusest paigalseisvas vees vu. Mdlemad kiirused on vektorid,
mis on pikkuselt konstantsed. Jde voolu kiiruse vektori suund on alati samamisy-teljel,
ujuja kiirusevektor on aati suunatud koordinaatide alguspunkti poole jamoodustab
x-teljega vastupidise suunaga alati nurga . Liikumise alghetkel on see nurk 0°,
agaolenevalt joe voolu kiiruse ja ujujakiiruse suhtest voib see nurk suureneda

kuni 90°-ni.

Ulesande tiheks tulemuseks voiks ol lailmselt vektorvali, millesigale ujujavdimalikule
asukohapunktile vastab ujujakiirusevektor. Samas, Uritaks Ulesande lahendamisel véltida
véljateooriat ja diferentsiaalvorrandeid.

Esimeseks eesmérgiks on leida ujuja vGimalike trgjektooride vorrandid voimalikult lihtsal kujul.

Ulesannet saab kil ilmselt suhteliselt lihtsalt lahendada diferentsvdrrandite abil,
aga siison kursi Umberarvutused igast konkreetsest ujuja ja joe kiiruse

vaartusest |1ahtuvad (korraga saame kétte ainult Uhe trajektoori!) ning trajektooriks
oleva murdjoone kuju hakkab veidi sdltuma ka arvutussammu pikkuse (naiteks

iga sekundi tagant, vGi hoopisiga 2 sekundi tagant) valikust.

Mudel muutuvate suurustegax, y, t jaa ning parameetritegas, vj javu :
y = Vj*t - w*Sin[a]*t
X = s- vu*Cog[a]*t

Ujujakiirusvektori vu lammutame kaheks komponendiks, (ks neist on joe voolusuuna
ehk y - telje sihiline (vu* Sin[a]), teine komponent on x - telje sihiline (vu* Cog«]).

x
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Asukohay- koordinaadi véartust suurendab see, kui kaua j6gi on ujujat edasi kandnud
(j6e voolu kiirusest vj jaujumise gjiat korrutis) ja véhendab ujuja kiirusvektori y-telje
sihilise komponendi ja ujumise gjat korrutis. Asukoha x-koordinaadi algvéartuson s,
seda hakkab véhendama ujuja kiirusvektori x-telje sihiline komponent.

Saadud vorrandististeem on kil fuusikaliselt ilus, aga see sisaldab nelja muutuvat
suurust - nurka a, aegat jakahte koordinaati x jay. Neli muutuvat suurust kahes
vorrandis on ilmselgelt liiga palju, hakkame nende suuruste arvu véhendama.

K&igepealt kasutame &ra meie poolt kasutusel e voetud taustsiisteemi peamist eelist.
selles taustsiisteemis on Sin[e] ja Cod«] esitatatavad kujul:

Sinfa] =—2~— jaCoga] =—=

V XR+y? V X+y? '

Nii vabaneme suurustest sin « ja cose ja saame vorrandislisteemi:

y

~f X2+y?
X “t
A/ X2+y?

Sellest kolme muutuja (x, y, t) jakolme (s, vj, vu) parameetriga
vorrandististeemist elimineerime ehk maakeeli kdrvaldame muutujat.
Esmapilgul vaib selline tegevus kill ka jabur tunduda, (sest me kaoctame
litkumisvdrranditest gjal), aga et meie eesmérgiks on saada kétte konstantsetest
parameetritest s, vj javu sdltuvad trajektoorid jameil on ainult kaks
litkumisvdrrandit, siis on hea, kui meil ja&b jargi ainult kaks tundmatut.

Yy =Vj «t -vU =« *t

X =8 -VU=*

X
EIirTinate[{y =Vj *xt —vu*;*t, x::s—vu*—*t}, t]
«/x2+y2 X2 +y2
vu
—Vj X +5S |Vj L =08&8x%+y?+0
X2-¢-y2

Lahendame vorrandististeemi x jay suhtes :

vuy

Sol ve[—vj X+s [vj - =08&x2+y2 20, {y, X}]

X2 +y?
Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

Hy»— Vj X/ -s%2+2sx-x%? } {y Vj X/ -8%2+2sXx-x?

>
\/szvj 2_s2yu2-2svj?x+vj?x? \/szvjzfszvu272svj 2y +vj?x2

Selle vorrandisiisteemi kahest |ahendist esimene on negatiivne lahend,

selle vdime korvale jétta. Tulemuseks saime liikumise graafiku, milles

y sOltub muutuvast suurusest x ja parameetritest s, vu ja vk.

})

Anname parameetritele s, vu javj mingid algvaartused ja joonistame trajektoori graafiku nende algvaartuste puhul:

s:=20; vu:=2.01; vj :=2;



Vi X V-s24+2sx-x2

\/szvjz—szvuz—stj2x+vj2x2

Pl ot [{

}, {x, 0, s}, Aspect Ratio-»Automatic]
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Defineerime ka nelja muutujaga funktsiooni, milles suurusy sdltub suurusest x, aga saab muuta ka parameetrites, vj javu véartusi.

Vi X V-s2+2sx-x?

FI[s_, vj_, vu_, x_]:= ;

\/szvj2—szvu2—2svj2x+vj2x2

Niiviisi parameetreid muutes saab joonistada véjaterveid selliste joonte parvesid. IImselt on tark tegu jétta parameetrid
jOe laius javoolukiirus iga katse puhul muutumatuteks, ning varieerida parameetrit ujujakiirus. Kui niiviisi teha,

(néiteks s =20 ja vj=2 puhul nagu alljérgnevas), siis saame terveid graafikute parvesid, mis kirjeldavad ujuja trgjektoori sdltuvust tema ujumise

kiirusest:

vuList ={0.5, 1, 1.5, 1.7, 1.8, 1.9, 1.98, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5, 6};
jooned = F[20, 2, #, x] &/@vuli st;
col s = Tabl e[Col or Dat a[" Dar kRai nbow'][i ], {i, O, 1, 1/LengthevuList}];
| egend = Tabl e[{col s[[i ]], Rectangle[{s, i -1}, {s+1, i -0.3}],
Bl ack, Text ["vu = " <>ToString[vuList[[i]]], {s+1.5 i -1}, {-1, -13}1},
{i, 1, LengthevulList}];

Pl ot [j ooned, {x, 0, s}, AspectRatio- Automatic, Pl otRange -» {{0, 25}, {0, 16}},
Pl ot Styl e »cols, Epilog-Iegend]
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V aatame funktsiooni

Vj X1/ -s2+2's x-x?

\/s2 vj 2-s2vu2-2 s vj % x+vj 2 x2

y

ja paneme téhele, et selle funktsiooni lugejas ja nimetajas on mdlemasjde voolu kiirus ja ujumise kiirus esimeses astmes. Ruutjuur arvu ruudust

téhendab ka esimest astet. Kui jagada selle funktsiooni paremal poole oleva avaldise lugejat ja nimetgjat 18bi vj - ga, ning téhistada segjérel ‘\'/J—” =k, sis

oleme véhendanud parameetrite arvu kolmelt kahele. Suurus k tdhendab nuid arvu, mis néitab kui mitu korda on ujuja liikumise kiirus jée voolu

kiirusest suurem.llmneb, et liikumistrajektoori kuju javorrand e sdltugi ujuja ujumiskiirusest vu ning jde voolu kiirusest vj

X -s2+2sx-x2

\/ssz232725x+x2

y =
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Joonistame selle funktsiooni graafiku, kui s=20jak=1:
s =20; k=1;

XV-524+2sx-x2

Vs2_k2s2_2sx +x>2

Pl ot[ , {X, 0, s}, Aspect Ratio-»Automatic]

PN WA OO
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XV-524+2sx-x2

Vs2-k2s2_-2sx +x?

funs:TabIe[ , {k, 0.6, 1.5, 0. 05}];

Pl ot [funs, {x, 0, s}, AspectRati o- Automatic]

\
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V aatleme ka selle funktsiooni kéitumist, kui k = 1 jasellele 1dhedaste vaartuste puhul :

ki ={0.6, 0.65, 0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.98, 1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5};
XV-s24+2sx-x2
funs = /. k> #| &/eki;
Vs2-k2s2-25sx +x2
col s = Reversee@Tabl e[Col or Dat a[" Sunset Col ors"1[i ], {i, 0, 1, 1/Lengtheki }1;
| egend = Tabl e[{col s[[i ]], Rectangle[{s, i -1}, {s+1, i -0.3}],
Bl ack, Text["k = " <>ToString([ki [[i]]], {s+1.5, i -1}, {-1, -1}1}, (i, 1, Lengtheki }];
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Pl ot [funs, {x, 0, s}, AspectRatio- Autonati c,
Pl ot Range -» {{0, 25}, {0, 15}}, PlotStyle-cols, Epilog-1|egend]
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Kui k< 1, siisei joua ujuja kunagi sihtpunkti jata teekond venib |6pmata pikaks. Kui k >= 1, siis on ujuja teekond I8plik ja selleks kuluva gja ning
teepikkuse saab vélja arvutada. Kui viimases funktsioonis

X~/ -52+2sx-x2

\/52—k252—25x+x2

y =

votta néiteks Ulalolevas valemisk = 1 jas= 20 (sel juhul saame maksimaal se pikkusega 18pliku tee juhul, kui s=20) ning kasutada seejérel Uldtuntud
kaarepikkuse arvutusval emit

S= LA 1+ (F 0?2 dx,

siis saaksime funktsiooniks f (x) =

x A -400+40 x-x2

-40 x+x2

ja selle tuletiseks

x (8000-1600 x+80 x2-x3)
N - (-204x)% ((-40+x) x)¥/?

Viimase aval dise anal Gitilise i ntegreerimi sega tekkisid programmil Mathematica 6.0 teatavad raskused, seepérast proovisin numbrilist integreerimist :

f'iix] =

x (8000 - 1600 x + 80 x - x°)

V- (-20 +x)% ((-40 +x) x)3/2

Smax20 = NI ntegrate[ 1+ , {x, 0, 20}]

24. 896

Kui néiteks vottak = 4 jas= 20 ning arvutada siis tuletis ja numbriliselt integreerida, siis saame tee pikkuse, mis on pikem kui otsetee 20 pikkustihi -
kut, agalihem, kui asjaleitud pikim I8plik tee (k=1, s=20 puhul):

XV-52+2sx-x2

Vs2_-k2s2-2sx +x2

k=4; s=20; Tul 2 =Sirrp|ify[D[

]

2400000 - 352000 x + 10400 x? + 80 x3 - x*

- (-20+x)? (-6000 - 40 x + x2)*'?

2400000 - 352000 x + 10400 x2 + 80 x® - x*

V- (=20 +x)? (-6000 - 40 x +x2)*'

NI ntegrate[ 1+ , {x, 0, 20}]

20. 2104

Kui aga votta nditeks k = 0.5 jas= 20 ning arvutada siis tuletis ja Uritada arvutusvalemi jargi numbriliselt integreerida, siis need Uritused ei kanna
vilja, sest integraal e annaldplikku summat:
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XV-s2+2sx-x%x2
Vs2_k2s2_-2sx +x2

-120000 + 26 000 x - 2200 x2 + 80 x3 - x*

k=1/2; s=20; Tul2 =Si n‘plify[D[

]

~(-20+x)2 (300 -40x +x2)*?

-120000 + 26 000 x - 2200 x? + 80 x3 - x*

\ - (220 + )2 (300 - 40 x + x2)*/?

NI ntegrate[ 1+ , {x, 0, 20}]

NIntegrate::slwcon :
Numerical integration converging too slowly; suspect one of the following: singularity, value of
the integration is O, highly oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small. >

Omaette kilsimus on see, kui kaua selline ujumine aega votab. Trajektoori pikkus on kées, ujujajavee voolu kiirusi teame me kah, ujumise gja véja
arvutamine e peaks olema raske. Paraku sdltub aga ujumise aeg sellest, kui suur osa trajektooril rakendatavast ujuja ujumiskiirusest tuleb kulutada

vastuvoolu ujumisele.

Proovisin asalihtsal tavapérasel viisil, votsin ette esialgsed liikumisv8rrandid, sisestasin sinna parameetrid s, vj ja vu ning proovisin lahendada
tekkinud vorrandististeemi, elimineerides muutujad x jay. Paraku e tahtnud selle vorrandisiisteemi |ahendamine tavapérase Solve késuga 6nnestuda.
Seet6ttu proovisin numbrilise lahendamise kasku NSolve. Programm leidis sisteemile lahendeid, ja kohati olid need lahendid suhteliselt normaal sed,
aga paraku esines ka juhtumeid, kus saadud lahendid lgksid vastuolllu terve mdistusega. |Imselt tasub ujumisaegade arvestuse puhul méelda veel
fllsikaliste kaal utluste peal e ja mitte hakata vorrandististeemi vagisi murdma...

Renove["d obal ™ %" ]
s =20; vj =2; vu = 2;

NSoIve[{y::vj *t —vu*;*t, x==s—vu*;*t}, t, {x, y}]

X2+y2 X2+y2

NSolve::infsolns:

85901x 28373y

Infinite solution set has dimension at least 1. Returning intersection of solutions with t—- —+ ——— ==
60742 30371

{{t -7.18649})
Kokkuvdte - ujumisaja mé&ramise Ule peab veel métlema.
Mudeli keerukamad, legendidega joonised ja vektorite joonise tegi: Maris Ténso

Mudeli matemaetilis - fliisikaline pool jalihtsam programmeerimine-arvutamine: Tonu Ténso
18.04.2014 kell 21.43.



