Ujuja trajektoori vorrand (versioon 2 diferentsiaalvdrrandite analtitilise lahendamise abil)

Jargnev valemite tuletuskéik on véetud allikast:

https://answers.yahoo.com/question/index?qid=20081023044325AAVQb0z
Kirjutasin sealoleva tuletuskdigu detailsemalt eesti keeles lahti, kdrvaldasin tahistuses olnud vastuolud ja
parandasin (he pisivea.

Ujuja ujub tle joe laiusega s, ta ujumise kiirus seisvas vees on v,, joe voolu kiirus on v;. Ujuja valjub punktist A ja
suundub otse selle punkti vastas olevasse punkti B, mis asub punktist A samuti kaugusel s. Ujuja suundub kogu
aeg punkti B suunas. Leida ujuja trajektoori vorrand, tema poolt I&bitud tee pikkus ja trajektoori médda ujumiseks
kulunud aeg.

Selleks, et liikumise vBrrandid tuleksid vdimalikult lihtsad, olgu lahtepunkti A koordinaadid (0; s) ja ujuja liikugu
punkti B(0; 0) suunas. Siis on suunavektor suunatud alati koordinaatide alguspunkti poole ja me saame seda
esitada vOimalikult lihtsal kujul. J6gi voolaku y-teljega paralleelses suunas. Suvalisel ajahetkel olgu x ujuja
asukoha x-koordinaat ja y olgu ujuja asukoha y-koordinaat.

Need asukoha koordinaadid ja s6ltuvad ajast t ja kahest kiirusest - joe voolu kiirusest v; ning ujuja Kiirusest
paigalseisvas vees v,. MGlemad kiirused on vektorid, mis on pikkuselt konstantsed. J&e voolu kiiruse vektori suund
on alati sama mis y-teljel, ujuja Kiirusevektor on alati suunatud koordinaatide alguspunkti poole ja moodustab y-
teljega vastupidise suunaga alati nurga £ . Liikumise alghetkel on see nurk 0°, aga olenevalt joe voolu Kiiruse ja
ujuja kiiruse suhtest vdib see nurk suureneda kuni 90°-ni.

Ujuja kiiruse y-komponent esitub kujul:
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Ujuja kiiruse x-komponent esitub kujul

dx . X
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Jagame teise vorrandi esimese vorrandiga, nii vabaneme suurusest dt:

N . X .. . . . . X
Et saadud vorrandis on suurus —, siis muutujate arvu véhendamiseks teeme muutujavahetuse U = —:
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X=U-Yy ja dx=u-dy+y-du, siis %:u+yd—u.
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Selle muutujavahetusega saab diferentsiaalvdrrand kuju yd— =———4Uu" +1.
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Tegemist on eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrandiga, eraldame muutujad: ——— = —"—.
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Madlemat poolt integreerides saame:
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asinh(u) = ——Jln(y) +C4, kus C; on maaramata konstant.
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Teiselt poolt, kasutame vordust asinh(u) = In(u ++1+ u2)Ja viime —L paremal poolel logaritmi alla, saame
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In(u+V1+u?)= In(y_E) +Cy = |n(y_ﬁ) +InC = In(Cy_E).
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Nuid pannes u asemelel, saame:
y
iy Vi
v v
X ) Cy u _6 y u
y 2

" " - 1+

Cy_ﬁ _l yﬁ Cy Vu _l y Vu
c ja x= c
2 2

Siit x =y
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See on diferentsiaalvOrrandi tildlahend. Asendame siin kiiruste v; ja v, suhte konstandiga r: r = -1
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Asendades erilahendi (kui x= 0, siis y = s) diferentsiaalv@rrandi lahendisse, saame madrata konstandi C:
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Saame X =

0= C , siit €2 = sHr=l+r) _ g2,
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Lahend, mis rahuldab Glesande algtingimusi, on seega X = >
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Sama asi algparameetrite abil: X = y > y
Paneme tahele, et konkreetsed trajektoorid ei s6ltu joe voolu kiirusest v; ja ujuja Kiirusest v, ja vaid s6ltuvad nende
. Vi
kiiruste suhtest — =r.
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Tulemusena oleme saanud trajektooride vdrrandid, mis esituvad kujul: x =g(y).

Kui tahta neid graafikuid esitada tavaparasel kujul y =f(x) olevate funktsioonide graafikute abil, siis tuleks
vahetada suuruste x ja y tdhised. Nii saame valemid:
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