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1. Vektorid.

1.1. Vektorid.

Fiiiisikast on tuttavad kahte liiki fiilisikalised suurused: skalaarid ja vektorid. Skalaarne suurus ehk
skalaar iseloomustab valitud suurust itheainsa mootarvuga. Néiteks - temperatuur, aine tihedus, rohk,
elektrivélja potentsiaal. Koik need suurused voivad olla (kuid ei pruugi) kolme ruumikoordinaadi (ja
lisaks aja) funktsioonid: T = T'(x,y,2), p = p(z,y, z) jne, kuid selle suuruse iseloomustamiseks antud
ruumipunktis saab kasutada vaid itht mootarvu.

Vektorilisi suurusi ehk vektoreid iseloomustab lisaks arvulisele suurusele (vektori pikkusele) ka
nende ruumiline siht ja suund. Skalaari matemaatiliseks mudeliks on reaalarv, vektoril geomeetriline
vektor, mis on esitatav suunatud l6iguna, millel on algus- ehk rakenduspunkt, ja lopppunkt: @ = AB.
Siin A on algus- ja B - 16pppunkt.

Nullvektoriks nim. vektorit, mille algus- ja 16pppunkt iihtivad (pikkus on null): AA=0.
Kolmnurga reegel: geomeetriliste vektorite a ja b summaks @+ b nimetame vektorit, mis on suunatud
vektori @ alguspunktist vektori b 16pp-punkti; eeldusel, et vektor b on rakendatud vektori @ 16pp-punkti.
Ro66pkiiliku reegel: vektorite a ja b geomeetriline summa on vordne nendele vektoritele tilesehitatud
roopkiiliku diagonaaliga c.

Vektori d korrutis reaalarvuga o on vektor ad, mis on samasihiline vektoriga a ja mille pikkus
lad| = || |d|. Kui « > 0, siis ad 11 @, kui « < 0, siis ad 1] d.

Numbrite (ehk skalaaride) algebras kehtivad liitmise, lahutamise ja korrutamise operatsioonid on
ildistatavad ka vektorite algebrale.

Vektoralgebra reeglid

. Vektorite liitmine on kommutatiivne: @+ b = b + a.

. Vektorite liitmine on assotsiatiivne: @+ (b + @) = (@ + b)
. On olemas liitmistehte suhtes neutraalne nullvektor 0: @
. Iga @ korral leidub vastandvektor @’ = —d, nii et @ + @’ = 0.

Vektori korrutamine arvuga on distributiivne molema teguri suhtes:

5. @+ b) = ad + ab,

6. (a+ p)ad = ad + gd.

Vektori korrutamine arvuga on assotsiatiivne reaalarvuliste tegurite suhtes:

7. o(fd) = apa.

= d iga d korral.

W N

Loetletud omadused 1-7 jarelduvad tehete geomeetrilisest tolgendusest. On voimalik ka abstraktne
kasitlus: nimetada vektoriteks suvalisi objekte, mille korral on defineeritud liitmine ja korrutamine
reaalarvuga, kusjuures need kaks tehet rahuldavad geomeetriliste vektorite vallast tuttavaid tingimusi
1-7. Koik nii defineeritud objektid moodustavad ménesuguse vektorruumi ehk lineaarse ruumi V
(véi L).

Niisiis: lineaarseks ruumiks ehk vektorruumiks V nimetatakse suvalise paritoluga objektide
a, l;, C, ... hulka, kui: 1) mistahes kahe elemendi d, b € V korral leidub nendega iiheselt maaratud kolmas
element @+ b € V, mida nimetatakse nende elementide summaks ja 2) mistahes elemendi @ € V ja
reaalarvu « korral leidub tiheselt maaratud korrutis aa@ € V'; ning on defineeritud hulga nullelement. See-
juures need tehted rahuldavad tingimusi 1 - 7. Voib 0elda lithemalt: vektorruum V on kinnine reeglitega
1-7 madratud liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes.

Ulesanne 1 Olgu antud vektorid @ = (a1, a2,a3) ja b= (b1,ba,b3). Leida vektorid T ja §, mis rahuldavad
jargmisi vorrandeid:

3T+ §=2a+b (1.1)
—2F 447 =ad—2b (1.2)

Lahendus. Vorrandist (1.1) saame
j=2i+0b- 3% (1.3)



Korrutades niitid vorrandit (1.3) neljaga ja pannes saadud tulemuse vorrandisse (1.2), saame
43 = 8 + 4b — 127
ja
27+ 8G+4b— 127 =G —2b
—14% = —73 — 6b

1 3o
7= 2. 14
= 2a—|— - (1.4)
Pannes vorduse (1.3) vordusesse (1.4), saame
1 2=
jy=-a— =b.
YTy

Seega voime vektorite algebras lineaarse vorrandisiisteemi lahendada samamoodi nagu reaalarvude alge-
bra puhul.

Olgu @ = (2;0; -2) ja b= (=7;1;0). Mis on siis vektorite Z, § koordinaadid?

n-mootmelise vektori pikkus ehk vektori moodul on

|| =2 = \/x%+m§+...+x%.
Ulesanne 2 Jée voolu kiirus on 20 km/h. Paat lisgub risti joe voolu suunaga kiirusega 20 km/h. Milline

on paadi liskumise (summaarne) kiirus ja litkumise suund? Kas on voimalik, et paat dletab joe lihimat
teed pidi, st punktist A punkti B? (vt joonis a).

B B

a b

Joonis 1: Paadi ja joevoolu kiiruste vektoriaalne kujutlus.

Lahendus. Kasutades roopkiiliku reeglit, leiame, et resultantkiirus on ruudu diagonaal (vt joonis a), seega
on paadi kiirus v,..s = 20\/5’%" ~ 28’%”.

Et vastata teisele kiisimusele, joonistame joe kiirusevektori ja resultantkiiruse vektori nagu naidatud
joonisel b. Ehitades niiiid iiles roopkiiliku nagu naidatud joonisel, ndeme, et kolmnurga hiipotenuus
peaks \Lérduma ithe kaatetiga. (molema pikkus on 20 km/h. See on voimatu. Sellisel juhul vektor
Ures = 0.

Ulesanne 3 Keha, massiga m on riputatud kahe massitu néori otsa nagu ndidatud joonisel. Kehale
mojuv raskusjoud on mg. Leida nééride pinged (néore pingutavad joud) T1 ja T2

Lahendus. Kuivord siisteem on tasakaaluasendis, siis slisteemile mojuvate joudude resultantjoud on 0,
seega

—

fl—i—fg—l—mg':().



Jou T, komponendid on |f1| cos ¢1, \f1| sin ¢ (jouvektori projektsioonid x- ja y- teljele). T, komponendid
on |T5| cos ¢o, |To|singo. Seega voime kirjutada joudude z- ja y-telgede sihiliste komponentide jaoks
vastavalt

17, cos 61 + T3] cos i = 0
Ty | sin ¢y + |Ts| sin ¢y — m|g| = 0.

e

\<\¢1 A)ch

Joonis 2: Kehale mojuvate joudude kujutis. T ning T on néori pingutavad joud ehk noori elastsusjoud.
mg on raskusjoud.

) . . ~ Th| cos . .
Esimesest vorrandist saame |T1| = —|2|¢¢2. Asendades selle teise vorrandisse, saame
cos ¢
o cos ¢ sin ¢ -
|T5|(sin ¢ — —————) —m|g]| = 0.

COS @1

Viies m|g| paremale poole vordusmérki ning korrutades saadud tulemuse 1abi cos ¢1-ga, saame:

| To|(sin ¢ cos ¢y — cos ¢y sin ¢y) = m|g| cos ¢1.

Vérduse vasakul poolel sulgudes on sin(¢2 — ¢1). Seega saame

— m|g| cos ¢
7| = Tlglcosor
sin(ga — é1)
Analoogiliselt leiame ka avaldise |T}| jaoks:
- m|g| cos ¢o
7| = — gl cos d2
sin(go — ¢1)
Olgu dy, do, - . ., d, suvaline n- modtmeliste vektorite hulk. Vektorit l_;, mis on médratud jargmiselt:
b= qa1d@ + Qads + ... + Cniin, (1.5)
kus a1, s, ..., a, on suvalised skalaarid, nimetatakse vektorite @1, ds, . . . , d, lineaarkombinatsiooniks.
Vektorite hulka d,ds, ..., d; nimetatakse lineaarselt soltuvaks parajasti siis, kui leidub k reaalarvu
a1, Q9, ..., ar, mis pole koik korraga vordsed nulliga sellist, et
o101 + agds + ...+ aray = 0. (1.6)



Vektorite hulk on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui see ei ole lineaarselt soltuv hulk.
Lihtsamalt oeldes - kui mingi k vektorist koosnev hulk on lineaarselt soltuv, siis saab iihe vektori avaldada
teiste vektorite lineaarkombinatsioonina, vastasel juhul mitte.

Saab néidata, et kahemootmelises ruumis on iga kahest vektorist @ ja b koosnev hulk lineaarselt soltuv
parasjagu siis, kui nende vektorite komponentidele ehitatud determinant on 0:

ap a2

bl b2 = a1b2 - 0,21)1 =0.

Lihtsamalt oeldes - kahemootmelises ruumis on kaks vektorit teineteisest soltuvad siis, kui need on par-
alleelsed (kollineaarsed), ja soltuvamatu siis, kui need on paralleelsed.

Analoogiliselt on kolmemdootmelises ruumis on iga kolmest vektorist (da, 57 ¢ koosnev hulk lineaarselt soltuv
parasjagu siis, kui

a1 a2 as
b1 bg b3 = a1b203 + agbgcg + a3b102 — CLngCl - agblcg — a1b302 =0. (17)
C1 C2 C3

St, 3-mootmelises ruumis on 3-st vektorist koosnev hulk lineaarselt soltuv siis, kui need asuvad iihel
tasandil (on komplanaarsed) ja soltumatu siis, kui need ei asu iihel tasandil.

Saab néaidata, et selline {ildistus kehtib ka n-mootmelise ruumi korral: iga n vektorist koosnev hulk @; =
(a11,012,Q13 -+, Gpn)y ooy Gn = (@n1,an2, ..., Gny) on lineaarselt soltumatu, kui nende komponentidest
ehitatud determinant on null (determinantide arvutamisest vaata peatiikki 2):

ail a12 e QA1n
as1 a922 e Q2n | 0
anl1 QAp2 ... 0App

Kahe vektori @ ja b skalaarkorrutis @b defineeritakse valemiga
@-b=|d||b|cos e, (1.8)

(kus ¢ on nurk vektorite @ ja b vahel (o = £(@,b)) (Vt joonis). Nurga ¢ méiramiseks tuleb @ ja b kanda
ithisesse alguspunkti, selle vadrtus kuulub vahemikku [0, 7].

Skalaarkorrutis on seega eeskiri, mis seab vektorite paarile vastavusse kindla reaalarvu.

Joonis 3: Vektorid @ ja b ning nendevaheline nurk ¢

— -, —
—

Skalaarkorrutist voib téhistada erinevalt - @ - b, @b, (@,b), < @,b >.

Skalaarkorrutise omadused:

Skalaarkorrutis on kommutatiivne: @- b =
Skalaarkorrutis on distributiivne: a(b +0) =
Assotsiatiivsus reaalarvulise teguri suhtes: «(a -
Kui € on iithikvektor, siis €- € = 1.

Kui @ b= 0, siis on a ja b risti.

. Kui @||b, siis @ - b = |a||b].

Skalaarkorrutlse omadused jérelduvad otseselt tema definitsioonist (1.8)

b-d.
a-b+a-c
b) = (a@)b = d@(alb) = (@ - b)av, kus o on skalaar.

R



Ulesanne 4 Ndidata, et vektori @ projektsioon wvektorile b on a- Uy, kus iy on vektori b suunaline
iihikvektor (i@; 110, |73 = 1).

Lahendus. Asetame vektorid @ ja b iihisesse alguspunkti O. Nagu jooniselt ndha, on vektori @ projekt-
siooniks vektori b suunale (projia) vektor OC, mille pikkus on ilmselt (vt joonist)

- =

OC| = || cos a = |al|ify] cos o = a - .

A

-

a N
C B

0,

Joonis 4: Vektori @ projektsioon vektori b suunale.

Vektorruumi ortonormeeritud baasiks on iihikvektorid, mis on omavahel risti. Kolmemootmelise
ruumi korral téihistame ortonormeeritud (ON) baasi vektoreid €1,€2,é5 (levinud on ka tdhistused
C, Cyy € Ja 1, ], k), baasi ennast {&y,@,és} voi lithemalt {&;}. ON baasile vastavat koordinaadistikku
nimetatakse Descartes’i (Cartesiuse) ristkoordinaadistikuks. Hiljem tutvume ka méningate teiste koor-
dinaatsiisteemidega.
ON baasi korral

oo o 1, kui i=y,

€i€j = 0y = {0’ ki Q] (1.9)
kus ¢;; on Kroneckeri (delta-)siimbol, mis kirjeldab ithikmaatriksi koordinaate. Vektori koordinaate
ON baasis {€;} tahistame sama tédhega nagu vektorit, lisades juurde indeksi:

3
a= alé'l + a2€2 + aggg = E aié} = aleﬂ (110)
i=1

Ulaltoodud liitmisreegel (Einsteini liitmisreegel) - korrutatakse iihesuguste indeksitega litkmed ja siis
summeeritakse - on matemaatikas ja fiilisikas sageli kasutusel.
Alljargnevas osas kasutame baasivektorite tahistustena {4, j, k}.

1.2. Vektorkorrutis.

Vektorlte aja b vektor- ehk rlstkorrutls @ x b on miiratud jargmiste tingimustega:
1. |@ x b| |@||b] sin ¢, kus ¢ on @ ja b vaheline nurk;
2. @ xbon risti tegurvektoritega a ja b
3. Kolmik (@, b ax b) on paremorienteeritud baasis parempoolne, vasakorienteeritud baasis vasakpoolne.

Paremorienteeritud baasis voib vektorid iiles ehitada no parema kae reegli jargi. Kui votame vektoribaasi
{;, j, E}, siis hoides parema kée peopesa iileval - i vastab véaljasirutatud poidla suunale, fettesirutatud
nimetisorme suunale ning k vastab iilessuunatud keskmise sdrme suunale (sormede suunad peaksid olema
risti). Loomulikult voime kétt poorata kuidas iganes soovi on, vektorite jarjestus on sama. Analoogiliselt
tuleks vasakorienteeritud baasi korral kasutada vasakut kitt: 7 - poial; j— nimetisorm; k - keskmine sorm.
Nii tuleb vektorkorrutise suuna méaaramiseks paremorienteeritud baasis vektorile @ vastavusse seada poial,
b-le nimetisorm ning nende vektorite tasandiga risti on suunatud keskmine sorm, mille suund vastab
vektorkorrutise b suunale.

Jéreldusi:_' .
1. Kui @|b, siis @ x b= 0.



2. Vektorkorrutise moodul |@ x 5| on vordne vektoritele @ ja b ehitatud roopkiiliku pindalaga.
3. ON baasi korral

-

E:fxf f:j'xl;, f:l_c'x' (1.11)

soltumata baasi orientatsioonist.

Vektorkorrutise omadused:

1. antikommuteeruvus @ x b = —b x @ ;

2. assotsiatiivsus skalaarse teguri suhtes (a@) x b= @ x (ab) = ad@ x b;
X

3. distributiivsus liitmise suhtes (d; 4 dz2) x

Vektorkorrutis koordinaatkujul on jargmine:

LTk . . 3
¢ = axb=|a; ay as|= |2 V7|9 B|FL|N 2= (1.12)
bg b3 b2 bg bl b2
by by by

= (agbg — agbz)z— (a1b3 — a361)3+ (albg — a2b1)];: = (a2b3 — agby; —a1bs + azbi;arby — agbl).
Ulesanne 5 Leida vektorite @ = (1,-3,2) ja b= (3,1,2) vahelise nurga ¢ siinus.

al[b]

@ % b

Lahendus. Vektorkorrutise definitsioonist saame sin ¢ =

. Kasutades seost (1.12), saame

@xb=—8 +4j + 10k.
Arvestades, et suvalise vektori moodul |7] = \/r? + r2 + r2, leiame

V2828 7

sing = —— =14/ —.

V180 45

Ulesanne 6 Leida kolmnurga pindala, kui tema tippudeks on punkti R = (a,b,c) ristprojektsioonid ko-
ordinaattelgedel.

Lahendus. Punkti R projektsioonid koordinaattelgedel on A = (a,0,0), B = (0,,0), C = (0,0, ¢).
Kolmnurga ABC pindala on avaldatav vektorite AB = (—a,b,0) ja AC = (—a,0,¢) kaudu:

1
SABC = §|E X E|

Valemist (1.12) saame AB x AC = (be, ac, ab) ning seega

1
Sapc = 5\/a2b2 + a2b? + b2c2.

1.3. Segakorrutis

Olgu meil antud kolm mittekomplanaarset vektorit da, b ja ¢ Nende vektorite segakorrutiseks
nimetatakse suurust (@ x b) -é=a- (b x C).
Leiame reegli segakorrutise arvutamiseks. Vektorkorrutis

Lo ey ax|r lar ar|z las ay|p_
b= e b T b, | "
B ay az|. |ay a.| |az ay

= s, o7 6 b6 b |)




A

Joonis 5: Telgedele iilesehitatud kolmnurk.

Kolme vektori segakorrutis ehk vektorite a@ x b ja C skalaarkorrutis on seega

G ay az Gy a
c.=|by b, b.|. (1.13)

ay a. :
b, b
v Cx Cy Cs

b, b,

Ay Gy

by b,

Cp — Cy +

Kolme vektori vektorkorrutis avaldub determinandina, mille ridadeks on vektorite koordinaadid.
Komplanaarsete vektorite segakorrutis on null.

Kolme mittekomplanaarsele vektorile iilesehitatud r66ptahuka ruumala avaldub nende vek-
torite segakorrutise absoluutvaartusega.
Niitame seda. Uhendame vektorid a, b ja ¢ ithisesse alguspunkti nagu niidatud jargmisel joonisel.

A

Ql
X
S

S

Ql

>

Joonis 6: Rooptahuka ruumala leidmine

Ro6ptahuka ruumala avaldub tema pohja pindala ja korguse korrutisena. Réoptahuka pohi on ehitatud
iiles vektoritele @ ja b. Vastavalt vektorkorrutise definitsioonile on pohja pindala suuruselt vordne a x b,
mis on pohjaga risti. Roptahuka korgus h on arvuliselt vordne cos ac]. Seega

-,

V =@ x b||d cosa = | (@ x b) - .

— —

Niide. Leida rooptahuka ruumala, kui ta servadeks on vektorid @ = 25—&—}— E, b= i—|—7E, g=4i+ 2}— 5k.

1.4. Polaarkoordinaadid. Silindrilised ja sfaarilised koordinaadid.

Tihtipeale, kui on tegemist siisteemidega, mis on sfaarilised mingi punkti suhtes, kasutatakse rist-
koordinaatide asemel polaarkoordinaate (2-moGtmelises ruumis) voi sfadrilisi koordinaate (3-moodtmeline
ruum). Juhul, kui 3-moéGtmelises ruumis on tegemist stimmeetriaga mingi telje suhtes, kasutatakse ti-
hti silindrilisi koordinaate. Fiitisikas on polaarkoordinaatide kasutamine tavaline naiteks, kui uuritakse
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ja kirjeldatakse mingi telje imber poorlevaid kehasid. Sfadriliste koordinaatide abil (alltoodust pisut
erinevad) kirjeldatakse niiteks tdhtede asetust taevasfdéril. Ka geograafias kasutatavad koordinaadid
(pikkus- ja laiuskraadid) on teatav erijuht sfairilistest koordinaatidest.

Vaatame esialgu punkti tasandil (2-mootmelises ruumis). Olgu meil punkt P koordinaatidega P(z;y).
Polaarkoordinaatides iseloomustavad seda punkti kaugus 0-punktist ehk polaarkaugus p, ning polaarnurk
- nurk z-telje ja punkti P kohavektori vahel, seda loetakse kellaosuti liikumisele vastupidises suunas.
Tavaparaselt antakse polaarnurk radiaanides. Seosed polaar- ja ristkoordinaatide vahel on jérgmised:

{a: — POy (1.14)
y = psnyp
p= 12+ y?, (1.15)
arctan %, kui z,y >0 esimese veerandi nurk : 0 < ¢ < 3
arctan% + m, kui z<0,y>0 teise veerandi nurk : g <p<m
v arctan% + kui z,y <0 kolmanda veerandi nurk : 7 < ¢ < 37” (1.16)
arctan% + 27, kui z>0,y<0 neljanda veerandi nurk : 37” < <27

Ulaltoodud iileminekuvalemid ¢ jaoks on antud nii nagu peaks toimima nagu enamuse taskuarvutitega
arvutamisel. Tegelikult oleks ikkagi parem teha joonis ja selle pealt vaadata, kuhu punkt poeab tulema,
millisesse vahemikku j&d&b ¢ ja hiljem valemite (1.14) abil tagasiminnes kontrollima, kas tulevad algsed
ristkoordinaatides antud arvud tagasi.

v

Joonis 7: Uleminek ristkoordinaatidel polaarkoordinaatidele: polaarnurk ¢ ja polaarkaugus p

3D-ruumis kasutatakse tihti silindrilisi koordinaate (kujutatud joonisel 16). Silindrilisteks koordi-
naatideks on kaugus p, polaarnurk ¢ ja korgus z. Uleminkuvalemid:

x = pcosp
y = psing (1.17)
z = z

p = +y2 (1.18)

Uleminekuvalemid silindrilistesse koordinaatidesse on samad, mis vordustes (1.16) toodud, lisaks z = .

2
Naide. Avaldada funktsioon u = % polaarkoordinaatides.
T Yy
_ 2pcosp  2cosp

Kasutame valemeid (1.14): u

2

p p

Sfaariliste koordinaatide korral tuleb sisse kaugus koordinaatide alguspunktist » ning nurk 6 - nurk punkti
P(z,y, z) kohavektori or ja z-telje vahel. Nurka 6 hakatakse lugema z-teljest alates (suund kohavektori
poole). 0 > 6 > m.

Seosed rist- ja sfadriliste koordinaatide vahel:

T’2:$2+y2+22,

11



Joonis 8: Uleminek ristkoordinaatidelt silindrilistesse koordinaatidesse.

x = rcospsinf
y = rsinpsind (1.19)
z = rcos 6

Nurga ¢ leidmiseks kasutatakse valemeid (1.16), 6 leidmiseks:
z
0 = arccos —. (1.20)
r

Ka siin tuleb arvutustel silmas pidada, et 6 ei tuleks negatiivne (moningate arvutite isefirasused arkuskoos-
inuse leidmisel, sellisel juhul peaks kasutama seost 6 = arccos = + .

A

Joonis 9: Uleminek ristkoordinaatidelt sfairilistesse.

Naide. Avaldada punkti A(—2,—3,1) koordinaadid silindrilises ja sfiaarilises koordinaadistikus.
Silindrilistes koordinaatides:

-2
p=(-2)2+(-3)2 = V13, © = arctan = + 7 = 3,72rad, z=1

Seega A(V/13;3,72rad; 1).
Sfadrilistes koordinaatides jaab ¢ samaks, st ¢ = 3, 72rad.

1
r=/(-2)2+(-3)2 + 12 = V14, 6§ = arccos NiTe 1, 3rad.
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Seega A(v/14;3,72rad; 1, 3rad).

2zy

Naide. Avaldada funktsioon 4« = ——F+——
x? +y? 4 22

silindrilistes ja sfaarilistes koordinaatides.

Silindrilistes koordinaatides:
2pcos - psing  p?sin2p
u = =

p2+22 p2+z2'

Sfaarilistes koordinaatides:

_ 2rsinpsin® - rcospsing 72 sin 2¢ sin” 6 . .9
U= 5 = 5 = sin 2 sin” 6.
r r

1.5. Lineaarsed susteemid

Vaatame moningaid néiteid rakenduste kohta.

Niide 1. Uhes laboripuuris (kastis) on kaht erinevat liiki putukaid. Neid toidetakse iga pdev kaht eri
liiki toiteainetega A ja B.

I liigi iga isend vajab 5 iithikut A-d ja 2 iihikut B-d.

IT liigi iga isend vajab 2 ithikut A-d ja 4 dhikut B-d.

Kokku voib kulutada 900 iihikut A-d ja 960 tihikut B-d. Kui palju isendeid kummastki liigist voib kokku
lasta, et ei tekiks toitanete puudu- ega iilejaak?

Lahendus: Olgu I liigi isendite arv z, teise liigi isendite arv y. Siis

Toitaine A: 5z 4 2y = 900, toitaine B: 2z + 4y = 960. Ehk - oleme saanud kahest lineaarsest vorrandist
koosneva siisteemi:

S5r+2y = 900
2o +4y = 960

Antud tiilesanne on suhteliselt lihtne, kuid selliseid vorrandeid voéib olla tunduvalt rohkem. Tule-
tame meelde pohilised lahendusmeetodid ning ldheme nende juurest keerukamate, kuid matemaatiliselt
voimsamate (ning véiksemat arvutusmahtu néudvate juurde).

Graafiline lahenduskéiik.
See sobib, kui meil on kaks lineaarset vorrandit kahe tundmatuga.

Olgu
AlfL‘—l—Bly =
AQ.T,‘—I—BQ:U = ()
. . . . . . . . q
Joonistame vastavad sirged graafikule. Vottes esimeses x = 0, saame sirge 1oikepunkti y-teljega: y; = B—;
1
C
vottes y = 0, saame l6ikepunkti x-teljega: x1 = A—l Analoogiliselt teise sirge 16ikepunktid telgedega:
1
C C.
(0; 3—2) ja (A—Q;O). Teeme joonise. Jooniselt leiame vorrandisiisteemi lahendiks sirgete l6ikepunkti
2 2
(203 Y0)-

Naite 1 lahendamisel tuleb markida, et antud tilesande lahendid ei tohi tulla negatiivsed - matemaatiliselt
on negatiivsed lahendid lubatud, aga ”terve moistus” ei luba isendite arvuks negatiivset arvu.
Matemaatiliselt on voimalikud jargmised voimalused:

1) siisteemil leidub {iks iihene lahend (vt niide 2.a);

2) siisteemil puuduvad lahendid - sirged on paralleelsed (niide 2.b);

3) siisteemil on 1opmata palju lahendeid - sirged langevad kokku (néide 2.c).

Naide 2.
20 +3y = 6
@) { 2x4+y = 4
b) 2r+y = 4
dr+2y = 6
20—y = 4
°) { —dr+2y = -8
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Joonis 10: Kahe tundmatuga vorrandi lahendamine graafilisel meetodil.

Graafiline meetod on hea just lahenduse illustreerimiseks, samas sobib ka mittelineaarsete vorrandite
lahendamiseks.

Lineaarse vorrandisiisteemi lahendamiseks voib kasutada jargmisi meetodeid:

1) lahendamine asendusmeetodiga;

2) Lineaarse vorrandisiisteemi lahendamine determinantide abil;

3) siisteemi viimine ekvivalentsele siisteemile.

Vaatame viimast lahendusmeetodit néite abil. Naide 3.

3z +2y=38 R1 (ridal)
20 4+4y =5 R2 (rida2).

Eesmark - ellimineerida iihest neist vorranditest  voi y. Korrutame esimese rea 2-ga: 2 - R; ja teise
—3-ga: —3 - Ry ja liidame vorrandid kokku:

2-Ry: 6z + 4y = 16
—3-Ry: —6z — 12y = —15.
—8y=1

Saime uue siisteemi:
{ 3z + 2y=38

- 8y=1
Teisest vorrandist saame y = —%. Asendades selle tulemuse esimesse, saame x = %.
Markus: Oluline, et uus vorrandisiisteem on nn kolmnurkkujul ehk kujul
*¥T+ XY = *
*Y = %
1.6. Lineaarse vorrandisiisteemi lahendamine
Vaatame m vorrandist koosnevat stisteemi
a1171 + a12T2 + ...+ a1y = by
A21X1 + Ao9xo + ...+ aonx, = b
Am1Z1 + QGmaT2 + ...+ GnTn = by (1.21)

Mdérkus: n muutuja leidmiseks on meil vaja n vorrandit, kuid tegelike iilesannete lahendamisel voib neid
olla rohkem vo6i vahem.

14



Vérrandisiisteemide (1.21) korral on kindel meetod just siisteemi viimine kolmnurkkujule, ekvivalentsele
siisteemile. Selleks voime kasutada jargmisi teisendusi:

1. Korrutada vorrandit nullist erineva konstandiga.

2. Liita iiht vorrandit teisele.

3. Vahetada vorrandite jarjekorda.

See on Gaussi elimineerimismeetod.

Nagu ka kahe muutujujaga stisteemide korral, on siingi 3 voimalust:

- siisteemil leidub tapselt liks lahend;

- lahendid puuduvad - siisteem on vastuoluline;

- siisteemil on lopmata palju lahendeid.

Naide 4.

3z +5y—2=10 Ry
20 —y+32=9 Ro
dr+2y—3z=—1 R;

Viime siisteemi kolmnurkkujule.

2-Ry 6z + 10y — 2z = 20
-3 Ry —6z 4+ 3y — 9z = —-27
Saame
13y — 11z = —7
Niiiid

2- Ry 4 — 2y + 62z =18
—R3 —4dr—2y+3z=1

Liites need kaks vordust kokku, saame —4y + 9z = 19. Kokkuvottes oleme saanud:

R 3r +5y—2z = 10 Ry
2R1 — 3R2 13y —11z = -7 R5
2R> — R3 —4y+9z = 19 Rg

Teeme jargmised tehted:

4. Ry 52y — 44z = —28
13- Re — 52y + 117z = 247

Kahe viimase vorrandi kokkuliitmisel saame 73z = 219. Kokkuvottes oleme algse vorrandisiisteemi viinud
ekvivalentsele komnurkkujule:

3x+d5y —2 = 10
13y —11z = -7
73z = 219
Siit saame z = 1,y = 2,2z = 3.
Naide 5. Lahendada vorrandisiisteem
2r—y+2 = 3 Ry
4o —4y+32z = 2 Ry
2¢c —3y+2z = 1 Rs

Esimene samm R4 = R; jaab samaks, R5 = 2R — R, Rg = r1 — R3. Teine samm R; = R; — Rg:
2r—y+2z = 3
20—z = 4
0z = 2

St - lahendid puuduvad, siisteem on vastuoluline. Néited geomeetriast - tasandid ja nende loikepunktid.
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2. Maatriksid

2.1. Maatriksid. Vorrandisiisteemi lahendamine maatriksite abil.

Kuigi vorrandisiisteemi lahendamisel, st viimisele kolmnurkkujule tegime tehteid vorranditega, siis tege-
likult tegelesime vaid kordajatega a;; ja by.

Definitsioon. Maatriks on arvude esitus ristkiilikukujulise tabelina:

ail a12 e QA1n
a a . a

A= 21 22 2n (21)
Am1 Am2 e Amn,

Maatriksi elemendi a;; esimene indeks on reaindeks, teine veeruindeks. Maatriks A on m x n- maatriks -
kokku m veergu ning n rida. Kui m = n, nimetatakse maatriksit ruutmaatriksiks. m x 1-maatriksit nim
veerumaatriksiks; 1 X n-maatriksit reamaatriksiks.
Matemaatikas kasutatakse tihti vektori esitusi veerumaatriksi (veeruvektorina). Néiteks 3 x 1-maatriksit
2
7 voime nimetada veeruvektor.

—4
Ruutmaatriksi diagonaalil paiknevaid elemente a11, as2, - - . G4 - - . Gy Nimetatakse diagonaalelementideks.
Vorrandisiisteemi  (..) lahendamiseks maatriksite abil kasutatakse nn laiendatud maatriksit.

Vorrandisiisteemi muutujate kordajate a;; maatriksit laiendatakse vabaliikmete veeruga:

ail...Qin b1

Qm1 - Gmn | bm

Naide. Vaatame, kuidas toimub niites 4 esitatud vorrandisiisteemi lahendamine maatriksite abil.

Jx+5y—z =10
2c —y+3z =9
dr+2y—3z =-1

Antud vorrandisiisteemile vastav laiendatud maatriks on jargmine:

3 5 -—1| 10 Ry
2 -1 319 Ry
4 2 =3| -1 R3

Meie eesmargiks on viia iilaltoodud maatriks kolmunurkkujule nii, et allpool diagonaali olevad elemendid

oleksid nullid..
Ry 3 5 —11] 10\ R4

2R —3R, [0 13 —11| -7 | Rs
2Ry —Rs \0 -4 9 | 19/ R4

Ry 3 5 —1] 10
Rs 0 13 —-11| -7
4Rs +13Rs \O 0 73 | 219

Maatriksi viimasest reast saab niiiid taas leida, et z = 3 jne.

Uldiselt voib vorrandeid olla viihem kui muutujaid. Sel juhul ri&gitakse alamddratud siisteemist, kuigi ka
see voib olla vastuoluline. ﬂldjuhul on alamaaratud siisteemil lahendeid 1opmata palju. Kui muutujaid
on rohkem kui vorrandeid, on tegemist ulemddratud stisteemiga. Uleméiaratud siisteem on tavaliselt on
vastuoluline - lahendid puuduvad.

Naide. Lahendada alaméaratud stisteem:

20 4+ 2y — 2
20—y +z

(I
Do
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Koostame laiendatud maatriksi
2 2 —-1|1\ R
2 -1 1]2) R

Ry 2 2 -1} 1
Ri—Ry \O 3 2| -1

Saame siisteemi:

20 4+2y—2 = 1
Jy—2z = -1
. ~ 1 2 . - 5 1
Teisest vordusest saame: y = —= + —z. Asendades selle esimesse vordusesse saame z = — — =z. Vastuse

voibki nende kahe vorrandi siisteemina valja kirjutada. Tihti aga esitatakse see parameetri z = ¢ abil:

5 1t
r = = —=
61 62 teR
<
_§+§t
z t

2.2. Pohilised tehted maatriksitega.

Definitsioon. Olgu A = [a;;] ja B = [b;], 1 < i <m, 1 < j < n kaks m x n maatriksit. Siis A = B
parajasti siis, kui a;; = b;;.

St kaks maatriksit on omavahel vordsed parasjagu siis, kui nende koik vastavad elemendid on vordsed.

Definitsioon. Olgu A ja B kaks m x n maatriksit. Siis nende summaks on maatriks C' = A + B, mis on
m x n maatriks, mille elemendid ¢;; = a;; + b;;.

Maatriksite liitmisel on kaks omadust: 1. A+ B=B+ A
2. (A+B)+C=A+(B+0C).

0-maatriksiks nimetatakse maatriksit, mille koik elemendid on vordsed 0-ga. Seega A + 0 = A.

Definitsioon. Olgu a € R skalaarid (reaalarvud antud juhul). Skalaari korrutis m x n-maatriksiga A on
siis maatriks C' = a A elementidega
Cij = QQyj. (2.2)

Naide. Leida D = A+ 2B — 3C, kui
2 3 0 1 10
=00) (B h) emles)

p_( 2t20-31 342.1-3-0 \ _ (-1 5
“\1+2.(-1)=3-0 042-(-3)—-3-3)  \ -1 —15)"

Definitsioon. Olgu A = [a;;] m x n-maatriks. Siis maatriksi A transponeeritud maatriksiks A7 on
n X m-maatriks elementidega ag;- = aj;.
St, transponeeritud maatriksi saame, kui vahetame algses maatriksis read ja veerud éara.

1 4

Niide: Olgu A= (1 2 73) sisa?=| 2 -1
4 -1 0 T
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Definitsioon. Olgu A m x k-maatriks ning B k X m-maatriks. Siis maatriksite A ja B korrutis C = Ax B
on m X n-maatriks elementidega

k
Cij = airbij + aigbo; + ... + ayby; = Zailblj
=1
Niide.

2 0
1 2 =3 -1 3
A= (—1 0 4 ) B=10 1
-1 3

Kuivord A on 2 x 3-maatriks ning B on 4 x 2 korda maatriks, siis A - B ei eksisteeri. Kuid C' = B - A on
4 x 3-maatriks.

cp = 2-140--1=2
i = 2-240-0=4

i3 = 2-(=3)+0-4=—6
c;p = —1-14+3-(=1)=-4
Cyg = —1:24+3-0=-2

C23 —1(—3)+34:15

2 4 -6
-4 -2 15
St C = 1 0 4
-4 -2 15

Seega - maatriksite korrutamisel on jérjekord oluline. Uldjuhul A - B # B - A, isegi kui moélemad on
m X m-ruutmaatriksid.

2.3. Determinandid

Determinant on teatav arv voi funktsioon, mis seatakse vastavusse ruutmaatriksile. St, vaid ruutmaa-
triksil saab leida determinandi. Olgu meil antud 2 x 2-maatriks A:

A= (01 G12
az1 Q22
Selle maatriksi determinandiks nimetatakse suurust:

ailp a2

det A= |A| = = Q11022 — @12021- (23)

Q21
3 X 3-maatriksi determinant on leitav jargmiselt. Olgu meil maatriks B elementidega:

bin b2 bis
B =1 ba1 by b3
b31 b3z b33

Selle maatriksi determinant on arvutatav jargmise valemiga:

bi1 bz bis
b b b b b b
det B=|byy baa bga|=bi1 |, 22 2| —bia|, 2t B 4bsl|, 2t P = (2.4)
b3z b33 b31 b33 b31 b3z
b31 b3z b33
= b11b22b33 — b11bagbsa — b12b21b33 + b12basbsi + b13ba1bsa — bi3basbas. (2.5)
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Nagu néhtub 3-realise determinandi arvutamise avaldisest (2.4), on see leitav kaherealiste determinantide
abil: esimese rea elemendid korrutatakse lejaanud ridade elementidest moodustatud alamdeterminandiga.
Selliselt saab arvutada ka suuremate ridade arvuga determinandid. ldvalemina vo6ib kirjutada:

€11 €12 €13 C14 ... Cip
€21 C22 C23 C24 ... Co2p C2 C23 C24 ... C2p
detC = C31 C32 C33 €34 ... C3p|=C11|.-- —
Cpn2 Cp3 Cp4 ... Cpn
Cnl Cn2 Cnp3 Cpa ... Cpp
C21 C23 C24 ... Copn C21 C21 C24 ... C2p
- Ci2| ... +ci3] ... —
Cnl €Cn3 Cn4 ... Cpn Cnl €Cn2 Cnp4 ... Cpn
C21 C22 C23 ... Copn
— Ci4 ] --- + ... (26)
Cnl Cp2 Cp3z ... Cpn

Seejuures koik viiksemat jarku determinandid saab arvutada taas nende alamdeterminantide kaudu.

Lineaarseid vorrandisiisteeme on voimalik lahendada ka determinantide abil. Kuid seda vaid juhul, kui
vorrandisiisteemis on vorrandite arv vordne tundmatute arvuga. Konkreetsuse mottes anname tildvalemi
3-st vorrandist koosneva vorrandisiisteemi lahendamiseks. Olgu meil jargmine siisteem:

a1 + a2y + a3z = by
(217 + a2y + a23z = by
a31T + a2y + azzz = bs. (2.7)

Moodustame jargmised determinandid. Esmalt - determinant muutujate ees olevatest kordajatest:

a1 a2 G13
D= a1 22 a23|. (28)
az1 asz2 asg

Teised determinandid moodustame determinandist D nii, et asendame esimese, teise voi kolmanda veeru
vorrandisiisteemi (2.7) vabaliikmetega:

by a2 a3
Dy =|by a2 a3
b3 azz2 ass
a1 b1 a3
Dy =la21 by a3
as1 bz ass

ann a2 b
D, =|axn ax b
as1 asz b3

Vorrandisiisteemi (2.7) lahendid on siis leitavad jargmiselt:

Ty =Y = E 2.
p’ Y=o *TD 29)
Juhul, kui D = 0, siis lahendid puuduvad.

2.4. Poordmaatriksid. Maatriksvorrandid.

Kasutades maatrikseid, voime vorrandististeemi

a1121 +ap®2 + ...+ apr, = b
a21%1 -+ a22X2 +...+ aAon Ly = b2
Am1T1 + Q22 + ...+ CGnTnn = bm (2.10)
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lithemal kujul kirja panna jargmiselt:
AX =B,

kus A on muutujate kordajate maatriks (m x n), X on muutujate maatriks (n x 1), vahel nimetatakse
ka n-mootmeliseks vektoriks), B on vabaliikmete maatriks (m x 1):

a1 ai2 e A1n I b1
A— a1 A22 ... QA2pn ’ X — T2 : B— bo
Am1l  Am2  --- Gmnp Tn bm
Niaitame, kuidas poordmaatrikseid kasutatakse vorrandisiisteemide lahendamisel. Olgu meil

vorrandisiisteem esitatud maatrikskujul
AX =B

Eeldame, et muutujate maatriks A on ruutmaatriks (vorrandisiisteemis on vorrandeid samapalju kui
muutujaid). Sellisel juhul voime leida maatriksi A péérdmaatriksi ning vorrandisiistemei lahendi esitada
poordmaatriks abil.

Naide. Olgu meil tegemist 1 muutujaga vorrandiga: 5z = 10. St, muutujate maatriks A =1 on 1 x 1-
maatriks.

500 = 10 | x5!
57150 = 571.10
r = 2

Analoogiliselt saaksime vorrandisiisteemi jaoks X = A~ - B, kus A~! on maatriksi A podrdmaatriks.
(57! on 5 poordvadrtus).

Definitsioon. Olgu maatriks A = [a;;] n x n-ruutmaatriks. Kui leidub selline n x n-korda maatriks B, et

100 -0
AB=BA=1,=| 1" 0} (2.11)
000 -1

siis nimetatakse maatriksit B = A~! maatriksi A poordmaatriksiks.

Maatriksi I,,, mille diagonaalelemendid on vordsed 1-ga ja iilejadnud 0-ga, nim tithikmaatriksiks.
Kui A~! = A, siis nimetatakse seda maatriksit mittesingulaarseks, vastasel juhul singulaarseks.

Poordmaatriksi omadused:
1) poordmaatriksi poordmaatriks on vordne esialgse maatriksiga: (A=1)~1 = 4;
2) (AB)"t=B~tA-L

n = 2 korral on p6érdmaatriksi leidmine suhteliselt lihtne. Olgu maatriks elementidega A = (Zu 212 ) .
21 a22

Saab naidata, et sellise maatriksi podrdmaatriks on jargmine:

A1 = 1 a22 —a21
det A\ —a12 a1 J°

3 -1
_ -1 -2
detA2(1)2~38.SeegaA1_18< ><

MM&@@A:(Q 2)

0,125 0,25
-3 2 '

0,375 —0,25

Kui maatriksi dimensioon n on suurem, on poordmaatriksi leidmine keerukam. Uldvalemi ja pikema
asjakohase késitluse antud teemal voib leida néiteks G. Kangro raamatus ” Analiititiline algebra.”
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Niitame, kuidas leida 3 x 3-maatriksi poordmaatriksit néite varal.

1 -1 -1
Néide. Leida maatriksi A = 2 -1 1 poordmaatriks.

-1 1 -1
Lahendus. Kasutame poordmaatriksi leidmiseks laiendatud maatriksit, mille vasakul poolel on maatriks
A ning paremal ithikmaatriks. Seejdrel hakkame teisendama maatrikseid nii, et vasakul poolel olevast
maatriksist saaksime ithikmaatriksi. Poordmaatriks ilmub siis laiendatud maatriksi paremale poolele.

1 -1 —1|1 0 0 R
L=2 -1 11010 Ry
-1 1 -1]0 0 1 Rs

Niitid hakkame tegelema algebralisi tehteid, alustades sellest, et viime vasakul asuva maatriksi kolm-
nurkkujule (allpool diagonaali asuvad nullid).

Ry 1 -1 -1]1 0 0 Ry
2R — R, 0 -1 -3]2 -1 0 R;
Ri + Ry 0 0 -2[1 0 1 Rg
Ry— Rs 10 2 |[-110 R;
—Rs 01 3 |-210 Rg
Rg 00 —2[1 01 Ry
R+ Ry 1 00[0 1 1 Ry
2Rs + 3Ry 02 0f-1 2 3 Ry
—1Ry 00 1|-1 0 -4 Ris
Rio 1 00[0 1 1
3R 010 —% 1 3
Ris 00 1|-3 0 -2
Seega
0 1 1
A= =1 1 3
_i 0 _21
2 2

Vaatame antud néite tdiendusena, kuidas lahendada vorrandisiisteemi

rT—y—z
2 —y+2z =
—xr+y—z =

Maatriksite abil voime kirjutada selle jargmiselt:

1 -1 -1\ [z 2
2 -1 1 yl=10
-1 1 -1) \=z 3

Kasutades muutujatemaatriksi A poordmaatriksit, mille &sja leidsime, voib vorrandisiisteemi lahendi
leida jargmiselt:

x 0 1 1 2 3
_ 1 3 _
Yy = —? 1 51 0 = 3,5
Kirjutades teisiti: x =3, y = 3,5, z = —2,5.

2.5. Rakendused. Leslie maatriks.

Leslie maatriksit kasutatakse bioloogiliste populatsioonide kirjeldamisel juhul, kui populatsioon paljuneb
no diskreetsetel perioodidel, mitte pidevalt. Néiteks taimedel on kasvu- ja paljunemisperiood kevadest
stigiseni, paljud loomad paljunevad kord aastas. Sellised mudelid on nn diskreetse aja mudelid.
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Vaatame lihtsaimat mudelit. Méddame aega polvkondades (paljunemisperioodides). Olgu populatsiooni
suurus ajal t N(t), t =0,1,2,.... Piiramatu kasvu korral

N(t+1)=RN(), t=0,1,2,...

R néitab, mitu isendit on jargmises polvkonnas eelmise polvkonna iihe isendi kohta (iive {ihe isendi kohta,
inimpopulatsioonis kasutatakse tavaliselt juurdekasvu 1000 inimese kohta). Siis

N(1) = RN(0)
N(2) = RN(1)= R*N(0)
N@3) = R)N(0)
N(t) = R'N(0)

Vrdl radioaktiivse aine lagunemine (eksponentsiaalne kahanemine) ja populatsiooni eksponentsiaalne
kasv: N = Nge ™, n = ng2? jne. Erinevuseks neist funktsionaalsetest soltuvustest on siin diskreetne
aeg. R kirjeldab populatsiooni suhtelist muutust ithe generatsiooni (ajaperioodi) jooksul.

Enamuse liikide korral on viljakus soltuv isendi vanusest. Moned liigid paljunevad korra elu jooksul,
moned mitmeid kordi. Seega voib R soltuda populatsiooni vanuselisest koostisest. Seda voimaldavad
Patrick Leslie poolt 1945. a. vélja tootatud diskreetse aja vanuseliselt struktureeritud mudelid - maa-
triksmudelid, mis véimaldavad kasutada tabeleid mitmete oluliste demograafiliste suuruste leidmiseks.
Voime leida néiteks iga vanusega isendite arvukuse, populatsiooni kasvu kiiruse jne. Antud meetodit
kasutatakse néiteks bioloogias, elukindlustuses jm.

Naide. Lihtsuse mottes vaatame vaid emaste isendite populatsiooni (voime arvestada, et molemast
soost isendeid on sama palju iga vanuse kohta, seega isendite koguarvu saamiseks peame korrutame siin
kasutatava arvu N kahega). Need isendid, kes siinnnivad selle perioodi ajal on vanusega 0. Selliste isendite
arvukus ajal t on Ny(t). Kui see isend elab jargmise perioodi 16puni, siis on ta aastane jne. Eeldame, et
iile 3 aasta (ajaperioodi) vanaks ei ela tikski isend. Seega voime populatsiooni emaste isendite vanuselist
jaotust kirjeldada jargmise vektoriga:

(
N(t) = E

Oletame, et Np-st elab jargmise perioodi tle 40% emastest isenditest, Ni-st 30% ja Na-st 10%. St
Vaststindinud emaste arvukus soltub siindide arvust igas polvkonnas. Eeldame, et iga 1-vanusega emase
isendi kohta siinnib 2 emast isendit, 2-vanusega kohta 1,5 ning iga 3-vanuselise kohta 1 isend (sek-
suaalne kiipsus saavutatakse ithe ajaperioodi (aastaga)). Seega No(t + 1) = 2N1(¢t) + 1,5N2(t) + N3(t).
Kokkuvottes

No(t+1) 0 2 1,5 1\ /No(t)
N(t+1) ] _[04 0 o0 o[ M@
Nt+1) ]~ 0o 03 0o off Mm@
Ny(t+1) 0 0 01 0/ \N;(t)

Ehk N(t + 1) = LN(t). Maatriksit L, millega korrutatakse maatriksit N(¢) nimetatakse Leslie maatrik-
siks.

Olgu meil alguses vanuseline jaotus jargmine: Ny(t) = 1000, Ny (¢) = 200, No(t) = 100, N3(t) = 10. Siis
jargmise polvkonna vanuseline koosseis:

No(t+1) 0 2 1,56 1 1000 0-1000+2-200+1,5-10041-10 560
Ni(t+1)| (0,4 0 0 0 200 | 0,4 - 1000 [ 400
No(t+1) | 0 0,3 0 0 100 | 0,3 - 200 | 60
Ns(t+1) 0 0 0,1 0 10 0,1-100 10
Analoogiliselt saame leida sellele jargneva polvkonna vanuselise koosseisu:

No(t +2) 0 2 1,5 1 560 900

N(t+2) ] [0,4 0 0 0 400 | | 224

Nyt +2) | 0 0,3 0 0 60 ) | 120

Ns3(t+2) 0 0 0,1 0 10 6
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Uldjuhu jaoks voime Leslie maatriksi vélja kirjutada jargmiselt. P; niitab, kui suur osa i-vanuselistest
(emastest) isenditest elab jargmise periodi l6puni. 0 < P; < 1. Vastsiindinute ehk 0-vanuseliste arvukuse
leiame jargmiselt: No(t + 1) = FoNo(t) + F1N1(t) + FoNa(t) + ..., kus F; néitab mitu jarglast tuleb
i-vanuseliste (emaste) isendite kohta keskmiselt. Leslie maatriks on siis jirgmine:

Fy F, Fy ... Fp_1 F,
P, 0 0 ... O 0
L=|0 P 0 ... 0 0
0 0 0 ... Py O

2.6. Bioloogilise populatsisooni stabiilne ajaline jaotus

Leslie maatriksi abil saab leida ka vanuselise jaotuse pika aja jooksul. Tépsemalt saab analiiiisida seda,
mis juhtub populatsiooni arvukusega pika aja moodumisel, Leslie maatriksi omavaartuste ja omavektorite
abil (vt jargmine alapunkt). Siinkohal moned iildisemad selgitused.

Olgu N(0) = (}888) ning L = ( 017058 g) St, arvestame vaid 0- ja 1-vanuseliste isenditega, vanemaks

isendid ei ela voi on tlejadnute arvukus tiihiselt viike ja voib arvestamata jatta (ei paljune ka).
Arvutame vélja mitme jargneva pdlvkonna populatsiooni arvukuse vektorid ja uurime, kas leidub mingi
matemaatiline seadusparasus, millega saab erinevaid polvkondi vorrelda ja iseloomustada.

N(t+1) = LN(t). Seda arvestades saame

_ 1,5 2 1000} _ (1500 + 2000\ /3500
o 0,08 0 1000 ) 80 o\ 80
_ 1,5 2 3500\ /5410
B 0,08 0 80 ) \ 280

Sedaviisi jatkates saame jargmise populatsioonivektorite rea:

1000 3500 5410 8680 13800 22210 35530 56850
1000 /7\ 80 J’\ 280 /’\ 430 )\ 690 /)’\ 1110 /)’ \ 1780 )’ \ 284 ) '°°°

Vordleme jargnevate polvkondade samavanuseliste isendite populatsioone, st leiame suurused

No(t+1) Ni(t+1)
=" D=
No(t) Ni(t)
Saame: ¢) = % = 3,5 ¢ = % = 1,55; g2 = 1,6,..., st oleme saanud jirgmise jada:
q : 3,5;1,55;1,60;1,599;1,601;.... Antud jada piirvaartus on ilmselt ¢qg — 1,6. Analoogiliselt

saame ka g1 — 1,6 kui vaatleme populatsiooni arvukust paljude paljunemisperioodide jarel. Kordaja
q = 1,6 naitab, et kui aega on ldinud algusest piisavalt palju mo6oda, voime arvestada seadusparasusega:
N;(t+ 1) = gN;(t), st igas jargnevas polvkonnas kasvab i-vanuseliste arv eelmise polvkonnaga vorreldes
q korda.

Leslie maatriksi abil saame leida ka selle, kuidas kujuneb vanuseline jaotus mingil ajahetkel. Selleks
leiame mingi vanusega isendite arvu ja isendite koguarvu suhte. Olgu see

_ M@
No(t) + N1(2)
Parast arvutusi saame jargmise jada: p: 0,5;0,977;0,9508;0,9528;...;0,9524;... — 0,952. Seega aja

kasvades laheneb populatsioon sellisele piirile, mille korral 0-vanuseliste isendite hulk moodustab isendite
Ny (t)

No(t) + Nu(t)

po(t)

koguhulgast 95,2%. Samamoodi tuleb p;(t) = — 0,048, st 1-vanuseliste arv moodustab

4,8% isendite koguarvust.
Antud meetod ei to6ta alati. Kui algne populatsiooni arvukuse vektor on véga eriline, siis ei pruugi g;

ja p; koonduda, st antud populatsiooni ei pruugi muutuda stabiilse jaotusega populatsiooniks. Stabiilse
jaotuse korral on populatsiooni lihtsam iseloomustada Leslie maatriksi omavektorite ja omavéartuste abil.
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2.7. Lineaarsed teisendused. Omavektorid. Omavaartused

Vaatame teisendusi X — AX. Lihtsuse mottes kasutame antud alapunktis ja jargnevates alapunktides
vaid 2-realisi maatrikseid. X on 2 x 1-maatriks ehk (veeru)vektor, A on 2 x 2-(ruut)maatriks. Lineaarsetel
teisendustel on jargmised omadused:

1) A(X4+Y)=AX + AY;

2) A(AX) = MAX, kus A € R (iildjuhul v6ib A ka kompleksarv olla).

KiiA=I1=1 = , siis teisendus X — IX kujutab endast identset teisendust - maatriksi A

1
0 1
rakendamisel vektorile X (ehk maatriksite I ja X korrutamisel) saame tulemuseks algse vektori:

_ 1 0 X1 _ T
(o 1)(2)-(2)
KuiA= (¢ 0 siis AX = [ 9
~\0 b))’ BRNZZYA
2.7.1. Koordinaattelgede poore

Lineaarsete teisenduste niitena vaatame esmalt geomeetriliste vektorite koordinaatide teisendust koordi-
naattelgede poordel. Vaatame (rist)koordinaatsiisteemi K ja selles punkti S kohavektorit koordinaatidega
§ = (x1;x2). Teostame niiiid koordinaatsiisteemi poorde nurga 6 vorra péripdeva ja vaatame, milliste
seoste abil saab vektori § koordinaate arvutada uues koordinaatsiisteemis K.

NB! Vektorimdrgi vektorile kirjutame vaid siis, kui tegemist on geomeetriliste vektoritega 2- voi 3-
mootmelises ruumis, Uldistatud juhul vektorimdarki ei kirjutata.

Matemaatikast ja fiiiisikast on teada, et sellist pooret saab kirjeldada nn poordemaatriksi abil:
cosf —sinf
R_<sin9 cos 6 )

Poordemaatriksi determinant on 1. Poordemaatriksi rakendamisel vektorile § saame vektori koordinaadid
uues koordinaatsiisteemis:

o (cosﬁ —Sin0) (gcl) <x10059—xgsin9) (x’1>
Rs=1{". = . = /
sinf  cos® To x18inf + x4 cos x4
Uurime, kuidas ndevad vélja kohavektori § koordinaadid uues siisteemis polaarkoordinaatides. Vanas

.. . T 7 COS (v . Ca - oo
slisteemis: <a:1 > = (r sin o > Uude siisteemi tileminekuks rakendame poordemaatriksit:
2

cosf sinf rcosa\ [ r(cosfcosa—sinfsina)\ [ rcos(d + )
—sinf cosf rsina /) \r(sin@cosa+cosfsina) )~ \ rsin(0+a)
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Koordinaatsiisteemi pocrdel nurga 6 vorra paripéeva, tuleb poordemaatriksis 6 ees méark dra vahetada.
Analoogiliselt iilaltoodud juhuga koordinaatsiisteemi péorde korral 2-moGtmelises ruumis, voime kirju-
tada ka poordemaatriksi 3-ruumi jaoks. Naiteks poordemaatriksid, mis kirjeldavad pdoret timber a3
(z)-telje ja o (y)-telje on jargmised:

cos@ —sinf O cosf 0 —sinf
Ry, = | sinf cosf 0|, Ry, = 0 1 0
0 0 1 sinf 0 cosf

Samamoodi voime kirjutada vélja ka podrdemaatriksi poordeks iimber z;-telje. Koigil neil juhtudel on
poordeteisendust kirjeldava maatriksi determinant 1.

2.7.2. Omavaartused. Omavektorid

Vaatame maatriksvorrandit
AX = \X, (2.12)

kus A on 2x2-maatriks ning X on 2 x 1-maatriks ehk vektor. Sellist vektorit, mis rahuldab vorrandit (2.12)
nimetatakse maatriksi A omavektoriks, suurusi A nimetatakse maatriksi omavaartusteks. Omavek-

toreid tahistame siin u; ja us.

Leiame maatriksi A = :1,) 3) omavéaartused ning seejarel omavektorid. Lahtume vorrandist (2.12) ja

arvestame, et ithikmaatriksi I korrutamisel vektoriga X, saame tulemuseks vektori X, st vektor teisendub

iseendaks:
_ 1 O X1 _ I _
x=(o 4) ()= (5)-x

Seda arvestades saame vorrandist (2.12):
AX =X = AX - AX =0 ehk AX - AX =0 = (A-ADX =0.

Viimane vorrand on homogeenne vorrand (vorrandi parem pool on 0) tundmatu vektori X (ehk
vorrandististeem selle vektori koordinaatide x1,x2) jaoks. Sellisel vorrandil leidub nullist erineva lahend
vaid siis, kui kordaja (kordajate determinant) on 0. St A — AI = 0 ehk det(A — A\I) = 0. Et

1 2 10 1 2 A0 1-x 2
A_M:(?) 2)‘A(o 1>:<3 2)_(0 )\>:< 3 2—)\>’
siis saame vorrandi:

det =(1=MN2-X)—-6=X—-3\—-4=0.

1—-A 2
3 2—-A

Vorrandisiisteemi lahendamisel saame Ay = —1, Ay = 4.
Kummalegi omavéartusele vastab iiks omavektor. Leiame need.

1) A = —1.
— 1. ]- 2 I o —T1
AX=-1.X = (3 2) (m)_(_m).

Kirjutades selle valja tavalise vorrandisiisteemina, saame

Nii esimesest kui ka teisest vorrandist saame x5 = —x1. Seega voime ise ette valida xy vaartuse ja selle
jargi leida xo vaartuse (nulli ei voi valida, siis on tulemuseks nn triviaalne lahend - nullvektor). Valime

x1 = 1, siis xg = —1. Seega esimene omavektor on u; = . (Samamoodi oleksime v&inud erinevate

-1

x1 valikute puhul saanud omavektoriteks ( _11> , (_22> , (_O(’) 11> jne).
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2) Ay = 4. Analoogiliselt eelmise juhuga saame niitid maatriksvorrandi:

(1 2) (131)<41‘1> - {$1+2l‘2 :41171

3 2 i) 41’2 31[,’1 + 21’2 = 4$2

2

3

Omavektorid médravad &ra kaks sihijoont [y ja I, mis on invariantsed teisenduse X — AX suhtes selles
mottes, et vottes punkti X sel joonel, saame teisenduse X — AX lébiviimisel punkti sellelsamal joonel

(iildjuhul mitte sama punkti).
Omavektorid on lineaarselt soltumatud. St, ei leidu sellist arvu a # 0, et u; = auy. Teisalt saab iga

Siit 2x9 = 3x1. Vottes z1 = 2, tuleb x5 = 3; us =

vektori B avaldada omavektorite u; ja us lineaarkombinatsioonina, st B = byu; +bous. Olgu B = <4) ,

() on (1)) |

b1 + 2by = 4
—b; +3bp = 1°

siis

Siit saame kordajate by ja bs jaoks vorrandisiisteemi: { mille lahendamisel tulevad

kordajad jargmised: by = 2;b, = 1.
Maatriksi A omavektorid, sihijooned ning vektori B graafiline kujutamine omavektorite lineaarkombinat-
sioonina on toodud joonisel 4.

Joonis 11: Maatriksi A omavektorid u;,us ja omavektorite sihijooned [q,l5. Vektori B avaldamine
omavektorite lineaarkombinatsioonina.

Jargnevalt vaatame, kuidas avaldub teisendus A'°B omavektorite ja omavéadrtuste abil. Alustame
teisendusest A2B ning kasutame seejuures lineaarse teisenduse omadusi ja omavektori definitsiooni (2.12)
(Au1 = /\1u1:

A2B = A2(61u1 + b2112) = A(A(b1U1 + b2112)) = A(bl(Aul) —+ bQ(AUQ)) =
= A(b1/\1u1 + b2/\2u2) = b A\ Aug 4+ bog Auy = bl/\ful + bg)\%llg.

Analoogiliselt tuleneb A"B = bi A\Ju; + b2 AJus.
Arvestades niitid maatriksi A omavektoreid, omavaértusi ning leitud suurusi by ja bo, saame

10 _ or_qy10 [ 1 Ca0(2) _ (2-144%-2Y _ (2097154
ATB=2(-1) (—1> 14 (3)‘(2(—1)+4103 — \ 3145726 )

Naiide. Isendite populatsioon on selline, et iga 0-vanuselise isendi kohta on keskmiselt 1,5 jarglast, iga
1-vanuselise kohta keskmiselt 2 jarglast. O-vanuselistest elab jargmise paljunemisperioodi 16puni umbes
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8% isenditest, 2. perioodi 16puni ei ela tkski isend. Alguses on isendite populatsioonivektor jargmine:
N(0) = ( 1(1)5 ) . Leida Leslie maatriks, Leslie maatriksi omavaartused ja omavektorid ning populatsiooni
arvukus ja vanuseline jaotus 10.ndas polvkonnas (10 paljunemisperioodi jarel). (Leslie maatriksi abil
populatsiooni kirjeldamine on siiski toendosuslik, seetdttu antud populatsiooni arvukuse vektori N(0)
korral peaks olema ettevaatlik, matemaatika ja néitlikustamise koha pealt probleeme pole).

1,5 2

Leslie maatriks L = (0’ 08 0

>. Omavaéartused rahuldavad vorrandit:

Lu = M u= Mu.

Siit saame L — AI = 0, st det(L — AI) = 0. Arvutame:

L—=XA 2 |_ oy 2 _
det 0,08 )\‘ AM1,5=X)—0,16 =\ 1,52+ 0,16 = 0.
Saadud ruutvorrandi lahendamisel saame jargmised omavaartused: A\; = —0,1, Ay = 1,6. Omavektorid:
].) )\1 = —0, 1. L’LL1 = )\111,12
1,5 2 €T o 707 1I1 ehk 1,51‘1 + 2:172 = 70, 11‘1
0,08 0 29 )\ —0,1z, 0,08z, = —0,1x °
Siit tuleneb vorrand 1,6x1 = —2xo. Votame zp = 5, siis xo = —4 (tiisarvud, lihtsam hiljem arvutada).
5
Seega u; = | 4
2) A2 = 1,6. Analoogiliselt eelmise juhuga saame vorrandi z; = 2024, vottes 2o = 1, tuleb 2y = 20 ning
20
U = 1
Selleks, et leida N(10) = LN(0), peame esmalt avaldama vektori N(0) omavektorite abil. N(0) =
b1u1 + b2u2:
105\ by -5 n by - 20 N 5b1 +20by = 105
1 o\ b1 (—4) by -1 —4b; +by = 1
Viimase vorrandisiisteemi lahendamisel saame b = 1, by = 5. (Kui oleksime votnud néiteks esimese
omavektori jaoks x1 = 1 ja zo = —0, 8, siis oleks kordaja by tulnud teistsugune).

Seega

N(10) = LON(0) = by A%y + bpAl0uy = 1+ (=0,1)10 (_54) 451,61 (210>

Arvestades, et (—0,1)° on tunduvalt viiksem, kui 1,6'°, voime viimasest vordusest selle likkme éra jitta
ning kirjutada:
105 57724
~r5.1¢al _
N(10) = 5 1760(1) (549).

Uldjuhul, maarab suurem omavéértus dra paljunemisekiiruse (mida suurem on aeg, seda viiksemat rolli
jaab mingima viiksema omavéartuse ja omavektori poolt antud lisand populatsiooni arvukusevektorisse).
Suuremale positiivsele omavasrtusele vastav omavektor maarab &ra stabiilse populatsiooni vanuselise

20 1
jaotuse aja kasvamisel. Antud juhul on O-vanuseliste osakaal o1 ning 1-vanuseliste osakaal oT Juhul,

kui molemad omavéartused on vaiksemad kui 1, siis sureb populatsioon valja.

ledised markused.
Uldjuhul, kui maatriks A on n-mootmeline, siis on tal ka n erinevat omavéértust ning n erinevat omavek-
torit. Analoogiliselt suureneb omavééartuste ja -vektorite leidmiseks tehtavate arvutuste hulk.
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3. Elementaar- ja liitfunktsioonid. Graafikud.

3.1. Elementaarfunktsioonid.

Definitsioon: Funktsioon f on reegel, mis seob iga elementi hulgast © € A parajasti ithe elemendiga
y € B. y nimetatakse funktsiooni f vadrtusteks kohal z: y = f(z).
Hulka A nimetatakse funktsiooni méaaramispiirkonnaks, hulka B muutumispiirkonnaks.

Niiteks: y = f(z) =22, siis A=R,B=R. f: R —R.

Rakendustes on funktsiooni madramis- voi muutumispiirkond méédratud tihti no terve moistusega.
Naiteks aine kontsentratsioon ei saa olla negatiivne, populatsiooni arvukus samuti mitte. Mingi viiruse
poolt nakatatud populatsiooni suhteline osa on vahemikus [0; 1].

Liitfunktsioon f o g on defineeritud jargmiselt:

(fog)(x) = flg(x)]

iga  jaoks, mis kuulub g médramispiirkonda. g(z) omakorda kuulub f méiramispiirkonda.

Poordfunktsioonid. Funktsioon on iithene seos maaramispiirkonna elementide € X ja muutumispi-
irkonna elementide y € Y vahel. St iihelgi x véértusel ei tohi vastavuses olla mitu y véértust - peab
olema taidetud tingimus, et

flxy) # f(x2)  kui  xy # 0.

Sama tuleb silmas pidada poordfunktsioonide y = f~1(x) leidmisel. Igal funktsioonil ei pruugi igas
piirkonnas péordfunktsiooni leiduda.

Funktsioonide siimmeetriaomadused:

Kui f(—z) = —f(x) - paaritu funktsioon.

Kui f(—z) = f(x) - paarisfunktsioon.

Paaritu funktsiooni graafik on siimmeetriline koordinaatide alguspunkti suhtes, paarisfunktsiooni graafik
y-telje suhtes.

Pohilised elementaarfunktsioonid:

1) konstantne funktsioon y = ¢;

2) astmefunktsioon y = 2™, n € N;

3) eksponentfunktsioonid y = a”, (a > 0,a # 1);

4) trigonomeetrilised funktsioonid y = sinz,y = cosx,y = tanz, y = cot z;
5) tilaltoodute poodrdfunktsioonid.

Elementaarfunktsiooniks nimetatakse iga funktsiooni, mida on voimalik moodustada pohilistest ele-
mentaarfunktsioonidest, rakendades kindel (16plik) arv kordi nelja aritmeetilist tehet (liitmist, lahutamist,

korrutamist ja jagamist) ja liitfunktsiooni moodustamist.

Niide 1.2. Kui f(z) = /7,2 > 0ja g(z) = 2 + 1,2 € R. Leida liitfunktsioonid (f o g)(z) ja (go f)(x).
Lahendus. Vétame f(u) = v/u, g(x) = 22 + 1. Siis

y=f(w)=flg@)=f@®+1)=Va>+1, VreR.

(f 0 g)(z) leidmiseks votame g(u) = u? + 1, siis

Naited p66rdfunktsiooni leidmisest.
1) y=fle)=a%+1.

2 =y—1, = r=+y—1 = ffl(:c):Syfl.
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Kuivord negatiivsest arvust juurt votta ei saa, siis maaramispiirkond sel juhul on X = [1, oo].
2) y=f(x) =10""".

10gy=10g10m2+1=x2—|—1 = z? =logy — 1 = x = /logy — 1.
Seega f~1(x) = Vlogx — 1 ja madramispiirkond on X = [0, ool.

3.2. Pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud, maaramis- ja muutumis-
piirkonnad.

Joonisel 1a on toodud kahe astmefunktsiooni y = z? ja y = 23 graafikud. Astmefunktsioonidel on
méaramispiirkonnaks kogu reaalarvude hulk: X = R. Paarisarvulise astendajaga astmefunktsioonide
muutumispiirkond on Y = [0, oo[, paarituarvulise astendaja korral ¥ = R.

Joonisel 1b on toodud nelja eksponentfunktsiooni: y = 2%y = e*,y = 27%, y = e~ * graafikud. Juhul, kui
astendaja on positiivne, siis mida suurem on astme alus, seda kiiremini funktsioon = suurenemisel kasvab.
Ning vastupidi, negatiivse astendaja korral - mida suurem on astme alus, seda kiiremini funktsioon z
suurenemisel kahaneb (ldheneb nullile). Astmefunktsioonidel on mé&ramispiirkonnaks kogu reaalarvude
hulk: X = R. Muutumispiirkonnaks on vahemik Y =]0; ool.

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

a b

Joonis 12: a) Astmefunktsioonide graafikud. b) eksponentfunktsioonide graafikud.

Joonisel 2 on toodud kahe trigonomeetrilise funktsiooni graafikud. Nii siinus- kui ka koosinusfunktsiooni

(y = sin(x), y = cos(x)) maaramispiirkonnaks on kogu reaalarvude hulk: X = R, muutumispi-

irkond on Y = [-1,1]. Kuivord cos(—xz) = cosz, siis on koosinusfunktsioon paarisfunktsioon (graafik

on siimmeetriline y-telje suhtes). sin(—x) = — sinx, seega on siinusfunktsioon paaritu funktsioon - tema

graafik on siimmeetriline 0-punkti suhtes.

Joonisel 3 on toodud tangens- ja kootangensfunktsioonide graafikud. Funktsiooni y = tan(z)

médramispiirkond X = R\ ﬂ{g +7n}, n = 0,£1,£2,.... St funktsioonil on 16pmata arv katkevus-
T 37

punkte: :|:§, i?’ .... Muutumispiirkond on ¥ =R.

Funktsiooni y = cotx médramispiirkond on X = R\[{nn}, n = 0,£1,£2,.... Muutumispiirkond

Y =R.

Joonisel 4 on toodud astmefunktsioonide poordfunktsioonide graafikud. Madramispiirkond molemal juhul
X = [0, co[, muutumispiirkond Y = [0, co].

Eksponendi poordfunktsiooniks on logaritmfunktsioon. Kaks logaritmfunktsiooni graafikut (erinevate
alustega) on toodud joonisel 5. Méaaramispiirkond: X =]0, co[, muutumispiirkond ¥ = R.
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cos X in x

Joonis 13: Trigonomeetriliste funktsioonide graafikud.

10 fcot x

—_10\f
an x

Joonis 14: Tangens- ja kootangensfunktsioonide graafikud.

Joonisel 6 on toodud arkussiinuse ja arkuskoosinuse funktsioonide graafikud. Funktsiooni y = arcsinz

médramispiirkond X = [—1, 1], muutumispiirkond ¥ = [fg, g]

Funktsioonil y = arccos x méadramispiirkond X = [—1, 1], muutumispiirkond Y = [0, 7].

Funktsiooni y = arctanz méaéramispiirkond X = R, muutumispiirkond ¥ =] — g, g[ Funktsiooni
y = arccot  méadramispiirkond X = R\{0}, muutumispiirkond ¥ =] — g, g[ Funktsioonide graafikud

on toodud joonisel 7.

Uks sagedamini kasutatavaid funktsiooni on poliinoomfunktsioon. n-jarku poliinoomfunktsioon avaldub
jargmiselt:
y=ap+ a1z + asx’ + ...+ apz”,

ja a, #£ 0.

3.3. Naited funktsionaalsete soltuvuste kohta

Naide 1. Keha kukkumist 25m korguselt tornist kirjutab ohutakistuse puudumise korral funktsioon:
h(t) = 25 — 4,9t%, kus h - keha kdrgus maapinnast. Tegemist on 2. jérku poliinoomfunktsiooniga ehk
ruutfunktsiooniga. Antud funktsiooni graafikuks on allapoole avanev parabool, mis on toodud joonisel 8.
Puhtmatemaatiliselt vottes oleks antud funktsiooni maaramispiirkonnaks X = R, muutumispiirkond Y =
] — 00, 25]. Fiiiisikas jaetakse tihtipeale aja negatiivsed vaéartused vélja (me ei tea, mis vois antud kehaga

juhtuda avrasematel ajamomentidel, kus, kuidas ja miks paiknes), st X = [0;00[. Muutumispiirkond
Y = [0;25] - antud niites tuleb ilmselt eeldada, et kui keha kukub tornist, siis jidb ta maapinnale
plsima.

Naide 2. Antud niites vaatame, kuidas ilmnevad poliinoomfunktsioonid keemias. Vaatame keemilise
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Joonis 15: Astmefunktsioonide péordfunktsioonide graafikud.

y
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Joonis 16: Logaritmfunktsioonide graafikud.

reaktsiooni kiirust. Olgu tegemist kahe elemendi ithinemisreaktsiooniga A+ B — AB. Reaktsiooni kiirus
(rate), millega antud reaktsioon toimub soltub sellest, kui tihti elementide A ja B aatomid porkuvad.
Seega soltub reaktsiooni kiirus reageerivate ainete kontsentratsioonist (molekulide v&i aatomite arv ru-
umalaiithikus). (Siin jatame arvestamata fiiisikalised tingimused - temperatuur, rohk jne, mis samuti
porkumiste sagedust mojutavad. Uurime soltuvust vaid kontsentratsioonidest).

Tahistame reaktsiooni kiiruse - elementaarreaktsioonide arvu ajaiihikus - tdhega R. Olgu elementide A
ja B hetkelised kontsentratsioonid [A] ja [B] vastavalt. Siis R « [a], R « [B]. Seega

R=[AB, k>0, [A],[B]>0.

kus k£ on mingi konstant. Eeldame, et tegemist on suletud silisteemiga - ainete koguhulk on konstantne.
Olgu nende ainete algkontsentratsiooni a ja b vastavalt ning téhistagu x = [AB] - uue keemilise aine
hetkelist kontsentratsiooni. Ilmselt [A] =a—z, [B]=b—2,0 <z < a, 0 <z <b. (AB kontsentratsioon
el saa liletada algkontsentratsioone a ja b). Saame vorrandi:

R(z) = k(a — 2)(b — x) = ka® — k(a + b)z + kab.

Saadud tulemus néitab reaktsiooni kiiruse soltuvust 1opptulemusena saadava aine kontsentratsioonist.

Olgu meil néditeks k = 5,a = 20, b = 50. Siis kujutab poliinoomfunktsiooni graafik, mis on toodud joonisel
9. Joonisel on naha iiks osa paraboolist. Margime, et kuigi matemaatiliselt poleks mingeid piiranguid,
mis keelaks aine AB kontsentratsioonil omada negatiivseid vaértusi voi vaartusi, mis on suuremad kui
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Joonis 18: Arkustangens- ja arkuskotangensfunktsioonide graafikud.

max(a, b), siis iillesande plstitus ei luba selliseid vAdrtusi omada. Seetottu on antud juhul funktsiooni
r(z) madramispiirkond X = [0, 20] ja muutumispiirkond Y = [0, 5000].

Ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis on kahe poliinoomi p(x) ja g(x) jagatis:

1
Niited: y = e kuix #£0;y= %, kui x # 1.
Niide 3. Vaatame piiratud toitainete koguse korral populatsiooni kasvu kiirust R (growth rate). Bi-
oloogias kasutatakse tihti terminit kasvu kiirus iihe isendi kohta (growth rate per capita) r.
Olgu toiteainete kontsentratsioon N. Siis 7(/N) antakse nn Monod’ kasvufunktsiooniga:

N

(V) :am7

N >0,
kus a,k > 0 on konstandid. Populatsiooni kasvukiiruse soltuvus r(N) on kujutatud graafikul 10.
Graafikult on naha, et kontsentratsiooni N kasvamisel laheneb kasvukiirus konstandile a: 7 — a. St, et
populatsiooni kasvukiirus on saavutanud nn kiillastustaseme - toitainete hulga kasvamisel populatsiooni
kasvukiirus ei suurene enam oluliselt. a

Juhul, kui toitainete kontsentratsioon on saavutanud taseme N = k, siis 7(N) = = - populat-

siooni kasvukiirus on saavutanud poole kiillastustaseme kasvust. Seetottu nimetatakse konstanti k
poolkiillastuskonstandiks.
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Joonis 19: Keha korguse soltuvus ajast.
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Joonis 20: Keemilise reaktsiooni kiiruse soltuvus saadava aine kontsentratsioonist.

Eksponentfunktsioonid.

Eksponentfunktsioonidel on véga palju erinevaid rakendusi fiilisikas, bioloogias ja mujal. Jéargnevas
vaatame kahte naidet.

Naide 4. Bioloogias isendite populatsiooni eksponentsiaalne kasv piiramatu toitainete hulga korral.
Vaatame bakterite pooldumist. Uued bakterid tekivad emaraku pooldumisel kaheks. Oletame, et see
toimub keskmiselt iihe ajaiihiku jarel. Olgu meil ajahetkel 0 N isendit. Siis jargmisel ajahetkel on
isendite arv kahekordistunud: N(1) = 2N(0) = 2Ny. Ajahetkel t = 2: N(2) = 2N(1) = 2- 2Ny = 22Nj.
Sellist rida jatkates saame:

N(t) = No2t.
Seega - piiramatu toitainete varu korral paljuneb bakterite populatsioon ajas eksponentsiaalselt. Tihti
viljendatakse eksponentsiaalne kasv e &~ 2, 71828 abil. Arvestades, et 2 = ™2, saame:

N(t) = Ny (eln2)t — Npet!n2 o Nye®693t

Naide 5. Radioaktiivne lagunemine.
Radioaktiivse aine (elemendi) lagunemist kirjeldab jargmine matemaatiline seos:

N(t) = N = Noe ™,

kus N(t) - stisiniku hulk ajahetkel ¢, Ny - siisiniku hulk ajahetkel t = 0 ning A néitab lagunemise kiirust.
Fiiiisikas kasutatakse lagunemise iseloomustamiseks terminit poolestusaeg - 7 - see on aeg, mille jooksul

In2 0,693
laguneb pool algsest radioaktiivsest elemendist. A ja 7 on omavahel seotud jargmiselt: \ = P
T T

Vottes t = 7, leiame
1

eln 2

N(1) = Noe ™ = Noe™ %7 = Noe 12 = N

1
= Noi
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Joonis 21: Populatsiooni paljunemiskiiruse soltuvus toitainete kontsentratsioonist.

Seega, toepoolest, aja 7 méodumisel, on lagunenud pool algsest radioaktiivse elemendi hulgast (aatomite
arvust).

Geoloogias kasutatakse fossiilide, mineraalide ja erinevate kivististe vanuse méaramiseks radioaktiivse
stisiniku meetodit. Radioaktiivne siisinik tekib vaid atmosfééris tdnu kosmilise kiirguse ja tavalise stisinike
aatomite vahelisele vastasmdjule (vt l&hemalt fiiiisika 6pikuid). Radioaktiivset stisinikku seotakse elu-
saine (taimede) molekulidega praktiliselt ainult Shust ning haaratakse taimedesse vaid taime eluperioodil.
Parast taime hukkumist radioaktiivset siisinikku enam ei lisandu, algne radioaktiivne siisinik hakkab aga
lagunema. Arheoloogilistel kaevamistel saadud puutiikikestel analiiiisitakse, milline on tavalise siisiniku
ja radioaktiivse siisiniku vaheline suhteline osakaal ning vorreldakse seda elusa taime osakaaluga. Ra-
dioaktiivse siisiniku Cg4 poolestusaeg on 7 = 5730 aastat.

Arheoloogilistel kaevamistel leiti, et puu sisaldab 23% radioaktiivsest siisinikust, mis peaks olema elus
puul. Maarata puu hukkumise aeg.
N = 23%Ny = 0,23N,.

_ 0,693,

0,23Ng = Nye 5730 | =+ Ny

0,693
0,23 = e smo! [In(..)

0,693

In0,23 = —-= t

n 5730
57301n0, 23

t = _70’ ;93’ ~ 12150 aastat
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3.4. Graafikud ja funktsioonide pohilised teisendused.

Joon tasandil
Loodusteadustes (ja mitte ainult) on lihtsaimaks kahe suuruse vaheliseks soltuvuseks lineaarne soltuvus.
Niiteks flutisikast teadaolev seos - vedru pikkus y on vordeline vedru otsa riputatud keha massiga x:

Y =Yyo + ka. (3.13)

See on tuntud kui Hooke’i seadus. yo on siin vedru pikkus juhul, kui vedru otsa pole midagi riputatud.
k on vordelisuse tegur. Oeldakse, et vedru pikenemine on vordeline massiga:

Y— Yo XT.
Lineaarse soltuvuse traditsioonilise vormi voime kirjutada kujul
Ax+ By+C =0,

kus A, B ja C on konstandid, A ja B ei ole korraga vordsed nulliga; = ja y on kaks muutujat. Lineaarse
soltuvuse graafikuks on sirgjoon (sirge).
Olgu meil teada kaks punkti P(z1,y1) ja Q(z2,y=2). Siis neid punkte labiva sirge tdus on

=270 (3.14)
To — X1
Sirge vorrand tousu ning sirgel oleva punkti P(z1,y1) abil:
y— = k(z —z1). (3.15)

Sirge vorrand tousu ja vabaliikme abil - y = kx 4+ b (vt joonis 11). Erijuhud: y = ¢ - horisontaaljoon,
x = h - vertikaaljoon.

Joonis 22: Sirge graafik labi kahe punkti.

Naide Madrata sirge vorrand, kui see 1dbib punkte A(—2;1) ja B(3;—0,5).

Madrame esmalt sirge tousu kasutades valemit (3.14):

—0,5—-1 1,5 3
h=——0 =22 03
3-(—2) 5 10 ’

Kasutame niiiid seost (3.15):

y—1=-0,3(z — (-2)) = y=—0,3z+0,4.
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3.5. Funktsioonide (graafikute) lineariseerimine.

Funktsioonide, katse- ja mootmisandemte puhul on tihtipeale nii, et kogu meid huvitav piirkond ei pruugi
mahtuda iihele graafikule. Néiiteks astme- voi eksponentfunktsioonide korral on funktsiooni kas véga kiire
- kui graafiku alumises otsas on moned isedrasused, ei pruugi need silma paista. Neil juhtudel kasutatakse
tihti andmete lineaseerimist. St, tuleb leida uued muutujad, mille vahel oleks lineaarne soltuvus, mida
graafikul kujutab sirge.

Teine juhtum, mille korral kasutatakse andmete lineariseerimist, on seotud mootmistulemuste interpre-
teerimisega. Oletame niiteks, et moGtetulemused peaksid graafikul paiknema médda parabooli osa.
Absoluutselt tapseid mootmisi ei eksisteeri, seetottu paiknevad moodetud andmepunktid tavaliselt pisut
iilal- voi allpool ideaalset graafikut. Kiisides, kas mootetulemused kinnitavad teooriat voi mitte (graafik
on sarnane paraboolile voi mitte), on silma jirgi raske hinnata (aga nii antakse tavaliselt esmane hin-
nang!). Ka sel juhul on moistlik andmed lineariseerida, uued tulemused peaksid paiknema mooda sirget
ning silma jéargi on sellist paigutust holpsam hinnata.

Jargnevalt vaatame mdnes néites, kuidas toimub funktsioonide (ja vastavalt nende funktsioonide
graafikute) lineariseerimine.

Naide. Funktsioon y = 10z2.
1. variant. - logaritmimine.
Votame vorduse y = 1022 molemalt poolt kiimnendlogaritmi.

logy = log(102?)
logy = 2logx + log10.

Valides uued muutujad Y = logy, X = logz ning tdhistades £ = 2, b = log10 = 1, oleme saanud
lineaarse seose Y = kX + b

y
100000.

10000 ¢
1000 ;

100 ;

10 | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
1 2 5 10 20 50 100

Joonis 23: Logaritmiline graafik funktsioonist y = 10z2.

Logaritmilisi graafikuid (Log-log-graafikuid) kasutatakse astmefunktsioonide korral. Juhul, kui on
tegemist eksponentfunktsioonidega, siis kasutatakse poollogaritmilisi (log-lineaar) graafikuid.

xr

Niide. Funktsioon y = 2e737.
Votame molemalt poolt logaritmi

logy = —3xloge + log2
logy = —1,303x + 0, 301.
Seega on moistlik teha graafik, kus horisontaalteljel on x ning vertikaalteljel logy:

Jargnevas vaatame, kuidas andmete logaritmilist esitust ja logaritmilisi graafikuid loodusteadustes kasu-
tatakse.
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Joonis 24: Logaritmitud funktsiooni graafik ehk graafik log(y) = 2log(x) 4 log10.
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Joonis 25: Logaritmitud funktsiooni graafik ehk graafik log(y) = 1,303z + 0, 301.

Naide. Lahuse happelisust moodetakse pH-iihikutega (pondus hydrogenii) - ehk vesiniku osakaaluga.
pH kirjeldab vesiniku ioonide aktiivsust. Néiteks maohappel on pH=1, puhtal veel ph=7, s66gisooda
ph=9.

pH vaartus on ligikaudu vordne negaitiivse kiimnendlogaritmiga vesiniku aatomite kontsentratsioonist.
Olgu [H™] - vesiniku H ioonide kontsentratsioon (ioonide hulk moolides 1 liitri lahuse kohta). Siis

pH = —log[H™].

Happelisuse skaala pH-des ja kontsentratsiooni abil on antud jargmisel joonisel. Kui kahe erineva lahuse

H+
L2 3 405 ¢ 7 g 9 U

10107107 10* 107 10° 107 10° 107° pH

Joonis 26: Happelisus kontsentatsiooni ja pH kaudu antuna.
happelisused pH-des erinevad iihe vorra, siis vesinikuioonide sisaldus lahustes erineb 10 korda.

Naiide. Kui taimed kasvavad piisavalt suure algtihedusega, taheldatakse tihti, et taimese suuremaks kas-
vades nende arv viaheneb. Joonistades biomassi kuivmassi kaalu iihe taime kohta soltuvusena ellujaanud
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3
taimede arvust log-log-graafikul, leitakse sageli, et andmed kujundavad joone tousuga ——.

Oletame, et mingi konkreetse liigi kohta kehtib selline seos taimede tiheduse korral 102..10*1/m? ja
kuivmass iihe taime kohta on umbes 10g tiheduse 1021/2 korral. Leida seos kuivmassi ja taimede tiheduse
vahel.

Lahendus. Olgu tihedus tahistatud p, kuivmass M, siis kehtib lineaarne soltuvus
3
logM = C — ilogp,

kus C on mingi konstant, mis tulebki leida. Pannes antud vordusesse sisse M = 10 ning p = 100, saame
C =4. Seega M = 10*p~3/2,

Niide. Poloonium Po?'Y on radioaktiivne element. Et leida tema poolestusaeg eksperimentaalselt,

tuleb moota tema (radio)aktiivsust ning leida radioaktiivse lagunemise konstant. Radioaktiivsus véiheneb
vordeliselt allesjidnud (lagunemata) elemendi hulgaga. Tahistame aktiivsuse A, ning arvestame radioak-
tiivse lagunemise seadust

N(t) = N()e_)\t,

kus Ny - radioaktiivse aine kogus alguses, N(t) - radioaktiivse aine hulk aja t moodudes, A - lagunemist
iseloomustav konstant. Aine aktiivsuse langus toimub samasuguse seaduse kohaselt:

A(t) = Age™™,
kus Ay - aktiivsus alguses, A(t) - aktiivsus aja ¢ mé6dumisel. Logaritmides viimast seost, leiame
In A(t) =1n Ag — At.

Seega tuleks moota polooniumi aktiivsust pika aja valtel, teha graafik, mille horisontaalteljel on aeg ¢
ning vertikaalteljel A. Sirge tous on A ehk radioaktiivse lagunemise konstant. Poolestusaeg 7 = In2/\.
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4. Piirvaartused. Funktsiooni pidevus. Diferentsiaal ja tuletis.

4.1. Funktsiooni piirvaartus, pidevus

Definitsioon: Funktsiooni y = f(z) piirvéértus = ldhenemisel c-le on vordne L-ga, st lim,_. f(z) = L
tahendab, et Ve > 0 leidub selline § > 0, et |f(x) — L| <&, kui 0 < |z —¢| < 4.

Piirvaartuse mitteformaalne definitsioon:
Funktsiooni f(z) piirvadrtus « ldhenemisel ¢ on vordne L-ga, st lim f(z) = L, tdhendab, et funktsiooni
Tr—c

f(x) véartuse voib L-le kuitahes lahendale viia, valides c-le piisavalt ldhedal oleva x.

Vaatame esmalt mitteformaalse definitsiooni sisu ja tdhendust. Olgu meil funktsioon néiteks y = f(z) =
22 ning leiame

lim 2% = 4.

r—2
Vastavalt mitteformaalsele definitsioonile tdhendab see, et f(x) vidrtuse voime lihendada 4-le juhul, kui
valime x, mis on ¢ = 2-le piisavalt ldhedal. Alljirgnevas tabelis on see labi viidud, algul ldhedes 4-le

altpoolt, hiljem tilaltpoolt:

Z‘Q T .732 T

3,61 1,9 1,41 2,1
3,0601 | 1,99 || 4,0401 | 2,01
3,996001 | 1,999 || 4,004001 | 2,001

Formaalse definitsiooni jargi - vottes e = 0,41, siis juhul kui valime § < 0,1, siis vottes x vadrtuse
piisavalt ¢ = 2 ldhedale, st 1,9 < z < 2,1, saame igal juhul (L = 4): |f(z) — 4] < e. Kui votame ¢
vaiksema, nt € = 0,041, peame valima § < 0,01 jne. Ning selliselt peab saama valida iga € > 0 korral -
mida ldhemale 1dheb funktsiooni f(z) véértus piirvaartusele, seda ldhemale peab 2 minema c-le.

x ldheneb c-le vasakult (vasakpoolne piirvdértus): lim f(x).
Funktsiooni parem- ja vasakpoolne piirvasartus ei pa:e;ck_okku langema.
Piirvaartuste votmise reegleid:

1. lim af(z) = a lim f(z), a - konstant.

2. J{rrrlc(f(x) + g(;ﬁcz lim f(z) + lim g(x).

3. 1 f(x) - g(x) = lim f(z) - lim ().

lim f(
4. lim J;Eg - E;ng(i; kui lim g(z) # 0.
5. lim {/f(z) = ;/lim f(x).

Piirvaartuste leidmisel on kaks olulisemat piirvaartust, mida me siin toesta. Toestusi vt naiteks Piskonov
"Diferentsiaal- ja integraalarvutus I’.

sinx

ili% = 1. (4.16)
. 1\"
lim (1 + ) = e =2,71828... (4.17)

Ulesanded.
22
1. Leida li 1-—.
cida U ( 25

Antud juhul on ilmselt:

. x? Cox? 25
i (1-55) =1 im =1 =0
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2 -9

2. Leida lim
r—3 T —
0
Kui votaksime siin otse x = 3, siis tuleks tulemus 0 ehk médramatus. Antud juhul saab talitada
teistmoodi: )
-9 -3 3

Tl R ) Gl P S

z—3 T — 3 z—3 x—3 r—3
Antud funktsioonil leidub piirvdartus punktis « = 3, kuid see punkt ise ei kuulu funktsiooni
maaramispiirkonda.
3. Leida lim

a—5 12 — 25
Ka antud juhul on moistlik nimetaja umma ja vahe korrutisena kirjutada:
I 2e”
im ——.
a=5 (z = 5)(x +5)
Lugeja on piirviirtuse all olevas avaldises kohal x = 5 16plik 2¢°. Nimetajas tuleb sisse lopmatus (nulliga
jagamine). Vaatame siin kahte juhtumit - kui  — 5+ ja x — 5—:
I 2e”
im ——.
z—5+ (x — 5)(x + 5)
Sel juhul jadb z—5 > 0. Ka nimetaja ning x+5 > 0. Seega - nimetaja liheneb no pluss-nullile (positiivselt
poolt). Seega:

I 2e* 2¢° i 1 2¢% 1 2¢° (400) = +
im ————— = — lim - — =" = .
vbt (z—5)(x+5) 10 amstaz—5 10 +0 10 o T T
Kui ¢ — 5—, saame analoogiliselt, et z — 5 < 0 ning kokkuvottes:
fim 2
e—5+ (x —5)(x +5)
Antud funktsiooni graafik x = 5 juures on toodud jargmisel joonisel:
3000¢
2000;
10007
4.5 B 5.5 6
-1000¢
-2000;
Joonis 27: Funktsiooni 2¢7 aafik
nis 27: Funktsiooni y = ——  ¢r .
Y= @-5)(z+5)°

x
4. Leida lim u
z—0 I
kui z > .. e e
Arvestame, et x = { f’x’ Eilixx_<ob . Siis parempoolne piirvaartus:
x
lim u: lim — =1



Vasakpoolne piirvaartus:

Kuivord lim | | ;é lim u, siis piirvaartust lim u ei eksisteeri.
z—0+ z—0— T z—0 T
223 —3x + 7

5. Leida 1i
ad 2z — 33

Otse asendades saame %—tﬁﬁpi avaldise. Kui nii nimetajas kui ka lugejas on poliinoomid, siis sel juhul
tuuakse molemast suurim z aste vilja:

o228 -3z+7 . #2-2+%) . (2-2+F%) 2-040 2
hm —_— = hm —_— . = hm = = ——.
z—oo 2 — 33 z—00 x3(— —3) z—00 sr:3(— —3) 0-—3 3
in 72
6. Leida piirvaartus lim s
t—0 2
sin 7t2 1 Ttsin7t? 7. tsinTt?
1m = —_ —
t—0 2t 24507t £ 2450 T2

= ol lim —— =

o\
7. Leida lim | —— .
t—oo \ t+ 1
Arvestame, et

Siis saame piirvaartusest:

" —3t N1 1\ % t
lim () = lim (1+) ] = lim (1+) = lhm (1+ )
t—oo \ t+ 1 t—o00 t t—oo t t—o00
Naéiteid rakenduste kohta.

Naiide 1. Isendite populatsiooni kasv aja jooksul.

Lihtsaim voimalus on nn eksponentsiaalne kasv. Olgu isendite arv mingil konkreetsel ajahetkel, olgu
selleks ajahetkeks ¢t = 0 (alati voime nii votta, et hakkama aega lugema néiteks praegusest hetkest) Ng.
Siis N = N(t) = Nge*, kus a > 0 on kasvu kiirust (juurdekasv ajaiihikus) iseloomustav konstant. Ilmselt

tlim N(t) = tlim Noe®™ = oo.

Loomulikult looduses sellist paljunemist ei eksisteeri. Eksponentsiaalne kasv voib toimuda mingi
(lithikese) aja jooksul, aga mitte l16pmata kaua.

Uks tuntumaid mudeleid populatsiooni arvukuse kasvu kirjeldamiseks on logistiline kasv (Verhulsti
vorrandi ehk logistilise vorrandi abil). Logistiline kasv méératakse dra populatsiooni mahutavusega K
ehk populatsiooni statsionaarse arvukusega, ning populatsiooni maksimaalse suhtelise kasvukiirusega iihe
isendi kohta r (arvukuse muutus muutus ajaithikus jagatud isendite koguarvuga). Sel juhul kasvukiirus
isendi kohta kahaneb populatsiooni suurenemisel. Logistilist kasvu kirjeldab vordus:

K

1+(——1) ’

kus Ny - populatsiooni arvukus ajahetkel ¢ = 0. Vaatame, mis juhtub populatsiooni arvukusega, kui
t — oo

N(t) = t>0

)

K K
lim N(t) = lim = - K.

=0 00 4 (K _Yert 110
1+ (& -1)e

Logistilist kasvu kirjeldab jérgmine graafik.
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Joonis 28: Logistilise kasvu graafik.

4.2. Funktsiooni pidevus.

Definitsioon. Funktsiooni y = f(z) nimetatakse pidevaks punktis z = ¢, kui

lim f(z) = (o).

r—c

Funktsiooni pidevuse uurimisel tuleb kontrollida kolme tingimust:
1) Kas funktsioon f(z) on méératud punktis c.
2) Kas piirvaartus lim f(z) eksisteerib.

T—cC

3) Kas liin flz) = f(e)?

Naide. Uurida funktsiooni y = f(z) pidevust, kui

22 -2 -6 .
ﬂ@{x—3’ Kt e 73
5, kui =3
Ilmselt on funktsioon f(x) pidev kéikjal peale = 3. Sel kohal tuleks funktsiooni pidevust taiendavalt
uurida. Selleks leiame piirvaartuse:

2 _ _
fim £ =% 6:lim (x —3)(x+2)

x—3 r—3 x—3 r—3

= lirrg(:c+2) =5.

Kuivord viimane piirvadrtus langeb kokku funktsiooni f(x) véértusega kohal x = 3, st f(3) = 5 (vt
funktsiooni definitsioon), siis on antud funktsioon pidev koikjal.

Elementaarfunktsioonid on pidevad oma méaramispiirkonnas. See kehtib ka néiteks ratsionaalfunkt-
2
L : - —x—06 SO
sioonide kohta. Naiteks funktsioon f(x) = —_—3 on madratud koikjal valja arvatud =z = 3, st
T —
X = R\{3} ja on kogu oma médramispiirkonnas pidev. Pidevad oma mé&éaramispiirkonnas on naiteks
poliinoomfunktsioonid, astmefunktsioonid, trigonomeetrilised, eksponentfunktsioonid jne.

Uks niide mittepidevate funktsioonide kohta - Heaviside’i funktsioon, mis on defineeritud jirgmiselt:

{0, kui £ <0

H(z) = 1, kui x>0°

Teoreem. Kui funktsioon g(x) on pidev kohas x = ¢ ja g(¢) = L ning funktsioon f(z) on pidev kohal
x = L, siis liitfunktsioon f(g(z)) = (f o g)(z) on pidev kohal z = ¢, kusjuures

lim ( 0 g)(x) = lim f(g(x)) = f[lim g(x)] = F(g(c) = (L).

r—c
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Naide. Uurime funktsiooni y = e™*

* pidevust. Antud funktsioon on liitfunktsioon. Vétame f(z) =
e® ning g(z) = —x?. Siis funktsiooni g(r) méidramispiirkond on X = R, muutumispiirkond Y =] —
00, 0]. Seega on funktsiooni f(x) madramispiirkonnaks | — oo, 0] ning on selles médramispiirkonnas pidev

funktsioon. Seega liitfunktsioon y = f(g(x)) = e~ on pidev piirkonnas z € R.

1 1 1
Niide. Funktsioon y = sin —. Votame h(z) = sinz, g(x) = —. Siis y = h(g(x)) = sin —. Funktsiooni
T x T

g(x) méasramispiirkond on X = R\{0}. Seega on ka funktsioon h(g(z)) méaratud piirkonnas R\{0} ning
jarelikult on ta kohal x = 0 katkev.

Réaakides 6koloogia ja bioloogia siisteemidest, mis kirjeldavad populatsioonide arvukust, arvukuse muutu-
mist, siis need funktsioonid ei ole tegelikult pidevad. Populatsiooni arvukus on téisarv, st populatsiooni-
teoorias kasutatavad funktsioonid on tegelikult diskreetsed ka pole neil negatiivseid vaartusi. Lihtsuse
mottes voime neid aga késitseda kui pidevaid (eriti arvukuse suurte véartuste korral).

Keskvairtusteoreem. Olgu funktsioon f(x) pidev funktsioon suletud vahemikus = € [a,b]. Kui L €
[f(a), f(b)], siis leidub vihemalt iiks arv ¢, et f(c) = L.

Antud teoreem tdhendab, et kui funktsiooni vaartus muutub f(a)-st kuni f(b)-ni, siis peab ta libima
ka koik vahepealsed védrtused. (Funktsioon voib votta vahepeal suuremaid voi véiksemaid vaartusi kui
f(a) voi f(b), kuid nende vahepealsed véirtused peab koik ldbima).

Definitsioon. Olgu funktsioon f(z) defineeritud hulgal « € D nii, et arv ¢ € D. Siis leidub funktsioonil

f(z) absoluutne maksimum kohal x = ¢, kui f(z) > f(x) Vo € D. Funktsioonil f(z) leidub kohal z = ¢
absoluutne miinimum, kui f(c) < f(x) Yz € D.
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5. Funktsiooni tuletis ja diferentsiaal.

5.1. Funktsiooni muutumise kiirus. Tuletis.

Ax
Kiirus on fiiiisikas on tuntud moiste. Keskmise kiiruse all moistame suhet vy = AL kus Az on aja At
jooksul labitud teepikkus. Pikemalt:

koordinaadi muutus

kit = .
nrus ajavahemiku pikkus

Vottes Az = x(t + At) — z(t) ning At =t + At — t = At, siis saame
x(t+ At) — x(t)

B At '
Analoogiliselt voime bioloogias defineerida populatsiooni muutumise (keskmise) kiiruse kui ajavahemiku
At jooksul toimunud populatsiooni arvukuse muutuse AN suhte: r = N Samuti kehtiks ka muude
mingi muu suuruse muutumise kiiruse defineerimisel (kristalli kasvu kiirus ehk massi kasvamise kiirus,
vedeliku paagist véljavoolamisel - vedeliku ruumala muutumise kiirus jne).

Az

Hetkkiiruse (fiiiisikas) leiame v = Alim — =1'(¥).

t—0 At
Uldjuhul, kui késitleme funktsiooni y = f(x), siis funktsiooni f(x) tuletis on defineeritud jargmiselt:

y/:f/(x)_ lim f(m—i—Ax)—f(;v)

Tuletise erinevaid tahistusi: kui  — ¢ ehk Q(z, f(x)) — P(c, f(c)), siis tuletis kohal x = ¢:

. fl@) = flo)
"(¢) = lim X—~2,
fie) = lim ———
Tuletise Leibnizi tahistus: p
o~ W
fi(e) = dx|:r26~

Leides tuletise kohal = = ¢ tuleb esmalt leida tuletis ja alles siis panna x asemele vaartus c.

5.1.1. Tuletise geomeetriline tihendus.

A
Tuletise geomeetriline tdhendus tuleneb jargmisest joonisest. el tan 8. Joonistame funktsioonile

Az

R ((x+Ax, f(x+Ax))

Ay

v

Joonis 29: Funktsioon ja tema puutuja.

y = f(z) punktis z puutuja; puutuja téus on tan 5. Minnes Az — 0, siis sirge, mille oleme tommanud
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labi punktide (z, f(x)) ning (x + Az, f(x + Az)) laheneb puutujasirgele. Ka tan § — tan a. Seega voime

Ny . fa+An) - f@)
kirjutada t = lim ¢t =1 = .
irjutada tana = lim an (3 Aim Ax ()
Tuletise geomeetriline tdhendus - funktsiooni f(z) puutuja tous kohal x = x¢ on vordne funktsiooni

tuletisega punktis zg, st tan By—y, = f/(2)|z, = f/(20)-

Teoreem. Kui funktsioonil y = f(z) on olemas 16plik tuletis punktis z, siis on funktsioon selles punktis

pidev.

Vastupidine ei ole alati toene. St, funktsiooni pidevusest ei jareldu, et funktsioonil selles punktis leiduks
tuletis.

Niide. Leiame funktsiooni y = |z| tuletise punktis x = 0.

2| = z, kui x>0,
y=r= —x, kui z <0’

Siis leiame piirviartused, arvestades, et kui zg = 0+, siis > 0 ning Ay = x — 2 = Az. Kui o = 0—,
siis Ay =z — xg = —Ax.

Ay .
im — = lim =1,
Ax—0+ Am Ax—0+
A

. Yy . o
im — = lim =-1.
Az—0— Ax Axz—0—

Kuivord parem- ja vasakpoolne piirvadrtus kohal x = 0 ei ole vordsed, siis tuletis antud punktis pu-
udub. Aga funktsioon on pidev. Seega - antud néide demonstreeris, et funktsiooni pidevusest ei jareldu

diferentseeruvus.

5.1.2. Elementaarfunktsioonide tuletised. Diferentseerimisreeglid.

Elementaarfunktsioonide tuletised on toodud jargmises tablis.

f(@) f'(z)
¢, ¢ = const 0
xn nmn—l
1 1
I T2
y {
Inx 0 —
(2 >0) -
er er
a®, (a > 0) a®*lna
1 1
og,. T
Ba rzlna
sinx cosT
cos T —sinzx
1
tanx — 5
cos1 T
cotx -
Slfl x
arcsin x e
\V4 1 —1 172
arccos x e
v 11— x?
arctanx 12

Diferentseerimisreeglid.
Eeldame, et funktsioonidel u(x) ja v(z) leiduvad tuletised, siis

J
1) (u(z) - v(x)) =d'(z)v(z) + V' (x)u(z).
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2) kui ¢ = const, siis (¢ - u(x) = cu'(z).
3) (u(z) +v(x) = u'(z) + ' (2).

li
4) Kui leiduvad /() ja v’(z), ning v(z) # 0, siis leidub ka <U($)> , kusjuures

<
—~

8
~

5.1.3. Poord- ja liitfunktsioonide tuletised.

Poordfunktsiooni tuletis.

Eeldame, et funktsioonil y = f(x) leidub mingis méaramispiirkonna punktis z¢ pé6rdfunktsioon z = ¢(y).
Juhul, kui funktsioonil y = f(z) on kohal = z( olemas tuletis f’(zg) # 0, siis on péoérdfunktsioonil
olemas tuletis kohal yo = f(x0), kusjuures kehtib jargmine seos:

1
!
YY) = 77~
(v0) [ (o)
Oletame, funktsioonil y = f(z) leidub poordfunktsioon mingis méaramispiirkonna osas X’ (voi kogu
piirkonnas) x = ¢(y) ning f'(x) # 0 Vo € X', siis voime poordfunktsiooni tuletisfunktsiooni avaldada
jargmiselt:

Liitfunktsiooni tuletis.
Olgu funktsioonid ¢(z) ja f(u) diferentseeruvad vastavalt punktides z ja u = @(x), siis on liitfunktsioon
y = flp(z)] diferentseeruv punktis x ja tuletis avaldub kujul:

(fle@)) = f'(e(@) - ¢/ (2). (5.19)

Ulesanne. Leida tuletis. y = 2e%®,
Elementaarfunktsiooniks on f(u) = e*. Siis voime votta p(x) = 2x Vastavalt valemile (5.19) saame

Y =2 [6(@)] = 2f'(w) - ¢/ () = 26" - (20) = 2" -2 = 4™

. 1
Ulesanne. Leida tuletis. y =1n —.
sin
Siin on tegemist keerukama liitfunktsiooniga kujul y = flu(v(z))], kus f(u) = Inu, u(v) = 1 ning

v(x) = sinz. Siis iildvalemi kohaselt ¢y’ = f'(u) - v/ (v) - v'(x). Seega

@\
Il
7 N
B

<
=R
8
~_
|
—
]
E
7N
S|~
~~
—
&.
[
&
Il
IS
/|\
@M‘ —_
~~
o
]
7]
8
I
|
<= =
ol
o
@]
)]
8
Il

I
|
o
ot
w0
&
|
|

Ulesanne. Leida tuletis funktsioonist y = +/cos?(2z).
Esmalt teisendame funktsiooni avaldist.

y = /cos3(2z) = (cos(22))? .

3, u(v) = cosv, v(zr) = 2z. Siis saame

Votame niiiid f(u) = u

uz - (—sinv) -2 =

Vo= S ) @) = (uh) eose) 20 = 3

—3(008(21‘))% sin(2x) = —3sin(2x)+/cos(2x).
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Naiteid tuletiste rakendamise kohta.

Naide. Kaugus kilomeetripostist, mis rattaga lédbitakse, soltub ajast jirgmise valemi kohaselt: s(t) =
—0,2t? + 5t + 10(m). Milline on hetkkiiruse avaldis? Kiirenduse avaldis? Milline on hetkkiirus ajal
t = 2s;20s? Kui kaugel on rattur kilomeetripostist nendel ajamomentidel?

d
o) = S =s(t) =04t +5,
v(2) = —0,4-245=4,2m/s,
v(20) = —-0,4-2045=—-3m/s.
5(2) = —0,2-224+5-24+10=19,2m,
s(20) = 30m,

Kiirendus on tuletis kiirusest (kiiruse muutumise kiirus):
a(t) =v'(t) = —0,4m/s>.

Ajahetkel t = 20s saadud negatiivne kiiruse avaldis néitab, et rattur sdidab kilomeetriposti poole.
Korgemat jarku tuletised.

Eeldame, et funktsioon y = f(z) on pidev ja diferentseeruv kohal mingis piirkonnas X ning, et g(z) on
funktsiooni f(x) tuletisfunktsioon, g(z) = f’(z). Eeldame, et ka funktsioon g(z) on piirkonnas X pidev ja
diferentseeruv, st leidub h(x) = ¢'(x). Siis deldakse, et ¢’(x) on funktsiooni f(z) teist jarku tuletiseks ja
tahistatakse y"(x) = f”(z) = ¢'(x) = h(z). Analoogiliselt voime defineerida funktsiooni f(x) kolmandat
jarku tuletise f”/(z), ... ja iildisemalt n-jarku tuletise: f(™)(z).

5.2. Funktsiooni ekstreemumid. Kasvamis- ja kahanemispiirkond. Funkt-
siooni uurimine.

Funktsiooni y = f(x) statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti ¢, kui f’(c¢) = 0.
Fermat’ teoreem véidab, et kui funktsioonil on ekstremaalne vadrtus méaramispiirkonna X sisepunktis
x = ¢, kus funktsioon on diferentseeruv, siis on punkts ¢ statsionaarne punkt, st f’(¢) = 0.

Olgu punkt a funktsiooni y = f(z) médramispiirkonna sisepunkt. Oeldakse, et punktis a on lokaalne
maksimum, kui leidub punkti a selline imbrus u, et f(z) < f(a), kui z € u.

Oeldakse, et punktis a on lokaalne miinimum, kui leidub punkti a selline timbrus u, et f(z) > f(a), kui
T € u.

Funktsiooni kriitilisteks punktideks nimetatakse funktsiooni statsionaarseid punkte ning punkte, kus
funktsioon pole diferentseeruv. Funktsioonil v6ib (aga ei pruugi) olla lokaalne ekstreemum vaid kriitilistes
punktides.

Saab néidata, et kui funktsiooni y = f(z) statsionaarses punktis a kehtib vorratus f”(a) < 0 (f”(a) > 0),
siis on funktsioonil punktis a lokaalne maksimum (lokaalne miinimum).

Joonisel 22 on toodud funktsioon f(z), mille madramispiirkond on X = [zg,25]. Antud funktsiooni
statsionaarseteks punktideks (z va#rtused) on x,xs,x4. Neis punktides on funktsiooni puutuja par-
alleelne z-teljega. Kriitiliste punktide hulka kuulub lisaks eelpoolnimetatudetele veel x3 (aga mitte xg
ja x5, mis pole funktsiooni médramispiirkonna sisepunktid (on otspunktid). Joonise jargi voib delda, et
lokaalseteks miinimumideks on punktid (xs, f(x2)) ja (x4, f(x4)); lokaalsed maksimumid on (z1, f(z1))
ning (s, f(3)).

Funktsioon y = f(z) on kasvav (kahanev), kui z1 < x5 jareldub, et f(z1) < f(z2) (f(z1) > f(x2)).
Juhul, kui vorratusest x1 < o jareldub, et f(xz1) < f(x2) (f(x1) > f(x2), siis 6eldakse, et funktsioon on
monotoonselt kasvav (kahanev).

Saab naidata, et kui f/(z) > 0 piirkonnas X, siis funktsioon on kasvav, siis on funktsioon selles piirkonnas
kasvav (funktsiooni puuruja kalle on positiivne); kui f/(x) < 0 piirkonnas X, siis on funktsioon selles
piirkonnas kahanev.

Seega, funktsiooni f(z) kasvamispiirkond X ja kahanemispiirkond X*:

X' ={a|f'(x) >0},  Xalf'(x) <0}.
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Joonis 30: Funktsiooni kriitilised punktid ja ekstreemumid.

Joonisel 23a on toodud ndide kumeruspiirkonna kohta, joonisel 23b on kujutatud funktsiooni
nogususpiirkonda.

A A

Joonis 31: Funktsiooni kumerus ja nogusus.

Definitsioon. Olgu funktsioon f(z) defineeritud hulgal D nii, et arv ¢ € D. Siis leidub funktsioonil
f(z) absoluutne maksimum (globaalne maksimum) punktis ¢, kui f(c) > f(z) Vo € D.

Definitsioon. Olgu funktsioon f(x) defineeritud hulgal D nii, et arv ¢ € D. Siis leidub funktsioonil
f(z) absoluutne miinumum (globaalne miinimum) punktis ¢, kui f(c) < f(x) Va € D.

Funktsiooni absoluutse maksimumi (miinimumi) leidmiseks peab vordlema omavahel funktsiooni vaédrtusi
koigi lokaalsetes maksimumides ning maaramispiirkonna otspunktides.

Definitsioon Oeldakse, et funktsioon y = f (z) on kumer (nogus) piirkonnas X, kui selles piirkonnas
kulgeb funktsiooni graafiku puutuja iilalpool (allpool) seda graafikut. Sellisel juhul 6eldakse, et joon on
kumer (nogus).

Piirkonnas X diferentseeruv funktsioon on kumer (nogus) selles piirkonnas parajasti siis, kui funktsiooni
tuletsi on monotoonselt kasvav (kahanev) selles piirkonnas. St, kumeruspiirkond X" ja nogususpiirkond
X" on vastavalt:

X0 ={a|f"(z) <0}, X7 ={a|f(x) > 0}.
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Niide. Leida funktsiooni y = f(z) = 22* — 323 + 222 lokaalsed ekstreemumid, kasvamis- ja kahane-
mispiirkonnad, kdanupunktid ning nogusus- ja kumeruspiirkonnad.

Leime funktsiooni esimese ja teise tuletise:

fl(x) = 2% —92% + 4o = (42 — 92 + 4),
f"(x) = 122% — 18z + 4.

Funktsioonil f(z) pole katkevuspunkte, seega vdivad lokaalsed ekstreemumid olla vaid statsionaarsetes
puntkides. Leiame need:

y'(z)=0 = z1 =0, x9 ~ 0,61, x3 ~ 1,64.

Lokaalsete ekstreemumite iseloomu méaaramiseks leiame funktsiooni f(x) teise tuletise védrtused stat-
sionaarsetes punktides:

F7(0)=4>0; £7(0,61) = —2,51 < 0; F7(1,64) = 6,75 > 0.
Seega on punktides x = 0 ja x = 1,64 lokaalsed miinimumid ning punktis z = 0,61 lokaalne maksimum.
Kasvamispiirkond on seega X! = {z|(0 < z < 0,61) A (z > 1,64)}, kahanemispiirkod on X} = {z|(z <

0) A (0,61 < x < 1,64)}. Funktsiooni vaartused neis punktides: f(0) = 0, f(0,61) = 0,202, f(1,64) =
20,62 Jarelikult: Xonin, (050), Xomin, (1,64; —0,62), Xpmas(0,61;0,202).

Funktsiooni kdanupunktiks on punkt, kus funktsiooni graafik muutub nogusast kumeraks voi vastupidi,
st selles punktis f(z)” = 0.

fl@)=0 =  x4=0271;  a5=1,229.

Funktsiooni vadrtused neis punktides: f(0,271) = 0,093, f(1,229) = —0.226. Kédnupunktid on seega
X, (0,271;0,093), Xk, (1,229; —0,226). Kumeruspiirkonna leidmiseks peame lahendame vorratuse:

122 — 182 +4 <0
Selle lahendamisel saame: X" = {z]0,271 < z < 1,229}. Analoogiliselt leiame nogususpiirkonna jaoks
XY = {z|(z < 0,271) A (z > 1,229)}.

Uuritud funktsiooni graafik on toodud joonisel 24.

y

05 ¢

05|

Joonis 32: Funktsiooni uurimine.

Niide. Séiduki litkumisvorrand (vorrand, mis kirjeldab koordinaadi soltuvust ajast) on z(t) =
—0,001#3 + 0,5t2 + 10t + 50. Milline vorrand kirjeldab kiiruse ning milline kiirenduse soltuvust ajast?
Millal on s6iduk koordinaadi alguspunktis maksimaalsel kaugusel (positiivses suunas)? Milline on séiduki
maksimaalne ja milline minimaalne kiirus?
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v(t) = 2/(t) = —0,003t? 4+t + 10, a(t) = v'(t) = 2”(t) = 1 — 0, 006t.
Kaugus koordinaatide alguspunktist on maksimaalne, kui z’(t,ax) = 0 ning z’'(t,,ax) < 0. Statsion-
aarsed punktid:

{ITI(LL') =0, = t1 = -9, 72;t2 = 343.

Fiisikas arvestatakse tavaliselt, et aeg ¢ > 0, st - selline liitkumisvorrand kirjeldab soiduki liikumist kui
t > 0, tegelikult on ka mingi t,,,, méédratud, st funktsiooni z(¢) mé&ramispiirkond oleks D = [0, ;4]
Jatame antud juhul ¢,,,, arvestamata. Kuid ¢; jatame vaatluse alt vélja. Leiame ntitid a”(¢)]1=¢,:

2" (343) = —1,05 < 0.

Seega on ajahetkel ¢ = 343 kaugus koordinaatide alguspunktist maksimaalne ja see on vordne x(343) =
21591 kaugusetihikuga.
Kiirusel on maksimaalne (minimaalne) vaartus, kui v'(t) = a(¢t) = 0 ning v”(¢t) = o'(t) < 0 (V"(t) =
a'(t) > 0).

V'(t) = a(t) =0, = ts = 167.
a'(t) = —0,006, seega a’(167) = —0,006 < 0, seega on kiirus maksimaalne hetkel ¢t3 = 167 ajaiihikut ning
selle vaartus on v(167) = 93,3 kiiruseiihikut. Minimaalne kiirus on antud iilesande tingimuste kohaselt
ilmselt —oo (kiirus kasvab maksimaalse véartuseni ja hakkab siis kahanema, 1aheb negatiivseks, st sdiduk
hakkab liikuma algse lilkumisega vastassuunas, st kiiruse absoluutvéiértus kasvab lopmatuseni). Fiitisika
seisukohalt on see voimatu.

Niide. Bakterite populatsiooni arvukust kirjeldab vorrand n(t) = 1000e%(—0, 5¢t% +20t+5). Milline on
populatsiooni isendite maksimaalne arvukus? Minimaalne arvukus? Milline on arvukuse kasvu (arvukuse
muutumise) maksimaalne kiirus? Aeg on antud tundides.

Populatsiooni arvukuse muutumise kiirus on n'(t). n(t)-1 on maksimaalne vééartus (juhul, kui isendite
arvukus ei kasva l6pmatuseni), kui »/(t) = 0 ning n’’(¢) < 0.

n'(t) = 1000 [0, 1™ (=0, 5¢* + 20t + 5)] = 1000 (-0, 05¢> + ¢t 4 20, 5).

n'(t) =0, = 1000e (=0, 05t + ¢ 4+ 20,5) = 0, = —0,05t2 4+t + 20,5 = 0.

Saame t; = —12,6, to = 32,6. Kuivord #; < 0, siis jaitame selle edasise vaatluse alt vilja. n”(t) =
1000e%1(3,05 — 0,005t). n(32,6) = —58,9 < 0. Seega on maksimaalne arvukus ajahetkel t = 2,6
tundi ning see on

n(32,6) = 3,272 - 10°.
Minimaalne arvukus on ilmselt 0, kui ¢ = 40, 2 tundi. (Isendite arvukus ei saa minna negatiivseks).
Kasvu kiirus r(t) = n’(t) on maksimaalne, kui r/(¢) = 0 ning " (¢) < 0.
() = n"(t) = 0, kui t = 24,7 tundi. 7" (t) = 1000e”'*(—0,0005t* — 0, 01¢ 40, 305). r(24,7) = —2,92 <
0. Seega on bakterite populatsiooni arvukuse kasvu kiirus maksimaalne hetkel ¢ = 24, ¢ tundi ning see on
r(24,7) = 173000 bakterit tunnis.

Naide. Ristkiliku pinna maksimeerimine. Olgu ristkiiliku timberméot L = 160cm.  Milliste
kiiljepikkuste a ja b korral on ristkiiliku pindala maksimaalne ja millised on need a ja b vaartused?

L
Ristkiiliku timbermoot L = 2a + 2b. Seega b = 7
L
Ristkiiliku pindala S =a-b=a (2 — a) = a(80 — a).
Katkevuspunktid funktsioonil S(a) puuduvad. Statsionaarsed punktid: S’(a) = 0:
S'(a) = (80 —a) —a =80 —2a =0, = a = 40.

b = 40. S = 1600. Seega on ristkiiliku pindala maksimaalne kui, tema kiiljed on iihepikkused, st
a = b =40 (kujundiks on ruut).

Naiide. Pollukultuuri hulk (mass) Y soltub ldmmastiku hulgast N sellel maalapil. Olgu see soltuvus

N
jargmine: Y(N) = T3 N2 N > 0. Millise N vaartuse korral on viljasaak suurim?
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Tegemist on tavalise ekstreemumiilesandega. Funktsioonil Y/(N) ei ole katkevuspunkte. Seega leidub
ekstreemum vaid juhul, kui Y/(N) = 0.

s L+N%H—N-2N  1-N?  (1-N)(1+N)
YN =—a e ~@+vp - a1N)p

Viimane avaldis on vordne nulliga siis, kui selle lugeja vordub nulliga (nimetaja on sel avaldisel alati
positiivne). Nullkohad: Ny = —1,N; = 1. Nj ei kuulu avaldise mééramispiirkonda. Uurime, kas
tegemist on lokaalse maksimumiga. Selleks leiame

ON(N? - 3)
Y/(N) = 22— 2
(W) (14 N2)3
Y”(1) = —0,5 < 0. Juhul, kui N = 1 iihikut, siis on Y(1) = 0,5. Uurime niiid saagikust
méédramispiirkonna otstes. Kui N = 0, siis Y (0) = 0, st saaki pole.
2 1
lim ———— = li =0

St, kui lammastiku hulk pollul ldheb véga suureks, siis saagikus kahaneb olematuks. Seega on
pollukultuuri saagikus suurim, kui N = 1 iihikut.

5.3. Parameetriliselt antud funktsiooni tuletis. Ilmutamata kujul antud funk-
tsiooni tuletis.

Olgu funktsioon antud parameetriliselt:

{m_z(t) teT.

y=y(t)
N , dx - - L .y dy
Siis piirkonnas, kus #/(t) = I # 0, voime parameetriliselt antud funktsiooni tuletise y'(z) = o
x
avaldada jargmiselt:
dy _y'(t)
/ _ 4% _ .
viz) = dr  2'(t)

NB! Siin tuleb jilgida koikjal, et tuletis on voetud funktsiooni argumendi jargi.

Niide. Olgu funktsioon y(z) antud parameetriliselt:

r = 2sin2t
y = 3cos2t’
Leida selle funktsiooni tuletis y’(z) punktis ¢ = 2. Mérgime, et antud parameetrilise funktsiooni

graafikuks on ellips. Leiame:

y'(t) = —3 - 2sin(2t). 2/ (t) =2 - 2cos(2t).

Seega
dy 6 sin(2t)
— = —= = —1,5tan(2t).
dx 4 cos(2t) )5 tan(2¢)
@ =2=—-1,5tand ~ —1,737
dzx |,

tan(2t) arvutamisel tuleb silmas pidada, et sarnastes iilesannetes tuleb trigonomeetriliste funktsioonide
argument anda radiaanides (kui pole eraldi just nurgakraadides antud). Seega ka 2t = 4 rad.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni tuletis.
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5.4. Funktsiooni diferentsiaal.

Funktsiooni y = f(z) muut defineeritakse jargmiselt:

Af(x) = f(z + Az) — f(x).

Oeldakse, et funktsioon on diferentseeruv (tal leidub tuletis), kui funktsiooni muut A f(z) avaldub kujul

. . a
Af(z)=A Az + «, kusjuures Alglcrgo Ar 0.

Siis leidub funktsioonil f(z) 1oplik tuletis punktis x.

Definitsioon. Funktsiooni muudu lineaarset osa A-Ax ehk f/(x)-Az = f'(x)dz nimetatakse funktsiooni
diferentsiaaliks. St funktsiooni diferentsiaal:

df(z) = f'(a)dz,
dy = v -dz.

Diferentsiaali rakendusi ligikaudsetes arvutustes.

Ligikaudsete arvutuste korral eeldatakse, et funktsiooni muut on ligikaudu vordne funktsiooni diferentsi-
aaliga:

Af(x) = df (z).

Tahistame niilid edaspidi * — zg, siis Az — x — 29, z + Az — z. Siis
Af(z) = f(zo) — f(z) = f'(z0) Az + a.

Seega
f@o) = f(2) + f'(z0) - Aw.
Maérkus: tuleb arvestada, et f'(z9) = f'(2)|z=z,, St alguses tuleb votta tuletis funktsioonist f(z), seejérel

anda x asemel viirtus xg.

Naide. Leida /8, 94.
Funktsioon f(z) = vz = 2%, Tipselt on teada f(9) = v9 = 3. Seega on maistlik votta xg = 3. Siis
Ax =8,94 —9 = —0,06. Leime funktsiooni f(x) tuletise:

f@ =)= 5=

Siis saame:

/ . 1 _ 1 _
/8,94 = f(8,94) &~ f(xo) + f'(x0) Az = VI + N (=0,06) = 3+ 2(=0,06) = 2,99.

Seega, /8,94 ~ 2,99.

Niide. Leida sin(0,03) (0,03 on antud radiaanides).
Véotame f(x) =sinz, zo = 0, x = 0,03, siis Ax =z — ¢ = 0,03. f/'(z) = (sinx)’ = cosz. Seega

sin0,03 = £(0,03) ~ £(0) + f/(0)Az = sin 0 + cos 0 - 0,03 = 0, 03.

Naide. Leida In0,9.
1
Votame f(x) =lnz. 2o =1, 2=0,9. Siis Az =0,9—1=-0,1. f'(z) = (Inx) = =

1
100,09 ~=In 1+ 7(~0,01) = ~0,01.
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5.5. Tuletise rakendamine vorrandi ligikaudsel lahendamisel.

Olgu meil tegemist vorrandiga h(z) = g(z). Viies g(x) vasakule poole vordusmérki, saame uue vorrandi
h(z) — g(x) = f(x) = 0. Jargnevas néitame, kuidas leida selle vorrandi nullkohti Newtoni iteratsioon-
imeetodil. Selleks kaks eeldust:

1) peab olema teada 16ik [a,b], mille otspunktides on funktsiooni f(x) véartustel erinevad mérgid, st
f(a) - f(b) <O.

2) funktsiooni f(x) on 1digus [a, b] diferentseeruv ning leidub ka f”(z).

Meetodi idee (graafiline selgitus): Toémbame funktsiooni f(x) graafikule kohal = a ja x = b, (st grafaikul
punktis (a, f(a)) ja (b, f(b)) puutujad. Valime neist punkti, mille korral puutujasirge 16ikepunkt a-teljega
jaab 16iku [a, b]. Olgu selleks néiteks a, tdhistame selle zg = a (vt ka joonis 25). Puutuja tous on f'(zo),
puutuja vorrand on

v

Joonis 33: Newtoni iteratsioonimeetodi graafiline selgitus.

Y—Y = f’(ﬁﬁo)(iﬂ — Zo),

kus yo = f(zo). Puutuja loikepunkti z-teljega saame vottes puutuja vorrandis y = 0, st f(xg) =
—f'(x0)(z — zp), millest 16ikekoht:
(o)

f'(zo)
Loikekoht 1 = x on uueks ldahendkohaks nullkoha jaoks. Niitid votame uueks lahenduspunktiks nullkoha
jaoks xg asemele ;1 ja hakkame otsima paremat-tdpsemat lahendkohta, see avaldub samasuguse valemiga:

r =T —

Xo = T1 — f(xl) .
f'(@1)
Samamoodi n-jarku ldhendus:
Tp = Tp—1 — Fan) .
" " f(@n-1)

Newtoni iteratsioonimeetodit nullkohtade leidmiseks peaks rakendama nii kaua, kuni oleme saavutanud
noutava tapsuse.

Naide. Leiame funktsiooni f(z) = e® + x nullkoha kolme numbrikoha tépsusega. Esimese ldhendpunkti
leidmiseks skitseerime joonise (joonis 26): Nagu jooniselt ndha, on esimene 16ikepunkt z = 0 juures.
Seega voime votta a = g = 0. Jargmise lahendpunkti jaoks on vaja teada ka tuletist:

fl(x) =€ + 1.
Siis jargmise lahendpunkti jaoks saame:
0 e’ +0 1
r1=0———=—=.
! eO+1 2
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Joonis 34: Funktsiooni f(z) = e + x graafik.
Analoogiliselt leiame
Ty = —% - ee_ffﬁ% =-0,5-0,0663 = —0, 5663,
—0,5663 _
vy = —0,5663 — 6_0,566304;51663 — —0,56714.

Edasised arvutused néitavad, et x4 juba enam ei muuda enam kolme esimest numbrikohta. Seega on
antud vorrandi ligikaudseks lahendiks = ~ 0, 567.

5.6. Mitme muutuja funktsiooni osatuletised. Osatuletiste rakendusi vea
arvutamisel.

Vaatame esialgu kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y). Selle funktsiooni osatuletis muutuja x jargi
defineeritakse analoogiliselt tavalise tuletisega:

fo(z,y) = f(z.y) _ . flet+Azy) — f(zy)

ox Az—0 Ax

Samamoodi defineeritakse osatulets muutuja y jargi:

_Of(zy) . fley+Ay) — flo,y)
fy(z,y) = oy A1‘1120 Ay .

Kuivord see alapunkt on suunatud rakenduslikuna vea arvutamise juhule, siis eeldame, et funktsioon
z = f(x,y) on pidev ja diferentseeruv vaadeldavas piirkonnas.

. : - 2?4y,
Naide. Leida osatuletised funktsioonist z = fa ja fy.
T
Leides osatuletist x jargi, votame y sel juhul konstandiks:
ofry) _ (a+y\ _2w-x-(a®+y)-1_alty
ox N x - N x? a2
) 2 1 1
dy x Y x/y r

Juhul, kui meil on muutujaid rohkem kui kaks, on osatuletised teiste muutujate jargi analoogiliselt
ilaltooduga defineeritavad.
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5.6.1. Osatuletiste rakendamine vea hindamisel.

Olgu meil mingi fiitisikaline suurus S méératud funktsioonina kolmest suurusest: S = S(a,b,c). Ja
eeldame, et suurust S ei saa otseselt mocta, vaid arvutatakse suuruste a, b, ¢ kaudu. Lihtsamal juhul v6ib
suuruse S méadramise viga hinnata jargmise seose abil:

AS = ‘ Aa—i—‘ Ab+‘ Ac, (5.20)

kus Aa, Ab ja Ac on vastavalt suuruste a, b ja ¢ maframise mootevead (mooteméadramatused). Pisut
keerulisem (kuid tépsem valem vea voi dispersiooni hindamiseks on jargmine:

a8 |2
AS\/’aa

Naide. isttahuka tihedus méaératakse jargmiselt: moodetakse tema kiilgede pikkused, ja mass ning keha
tihedus leitakse valemist:

a8 |?
2 _
(Ab)? + =

a8 |?
b

2

(Ac)2. (5.21)

m . m
P=V T abh

Leida tiheduse médramise viga, kui a = 21,3mm, b = 43,2mm, h = 12, lmm ning Aa = Ab = Ah =

0, lmm. m = 82,209, Am = 0,05g.

Uldvalemi (5.20) kohaselt

ap 8/) ap
Ap= 2P A Ab Ah IPIA
Seega
m m 1
A :‘f A ‘f Ab + ] ‘A — | Am =
S T el TS abnz | 20 apn | 2
m m m 1
=" A Ab Ah+ —A
a2oh =0 T a2 T w2 S S
82,2 82,2 82,2
Ap = ) 0.1 2 0.1 ’ 0,1
P 2132432121 T332 121 Utz a0t

1
21,3-43,2-12,1

+

Naide bioloogiast.

1959.a uuris Holling, kuidas soltub aja T jooksul kiskja poolt dra s66dud saakloomade arv P, saakloomade
ruumilisest tihedusest N (tdpsemalt pindtihedusest - kui palju saakloomi on iihe pinnaiihiku, nt km?,
kohta) ja saagi hankimisele kuluvast ajast Ts. Ts on aeg, mis ldheb saagi piiiidmisele ja drasoomisele.
Holling pani selle soltuvuse valjendamisek kirja jargmise seose:

aNT
Pi=—.
1+ adlTsN

a > 0 on kiskja "riindamise kiirus” - néitab, mitu korda ajaiithikus (tund, pédev, nédal) kiskja saaki
riindab.
Uurime, kuidas mojutab dras66dud loomade arvukust iihele loomale kuluv aeg. St, mis juhtub, kui T}
suureneb? Leiame osatuletise:

OP; aNT a’N2T

- % 4 N=__—>"-
T, (1+an,N2 " (1 + aI,N)2
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Kuivérd leitud avaldise nimetaja on alati positiivne ning ka a?/N? on alati positiivsed, siis iga T > 0
korral on leitud avaldis negatiivne, st 2

< 0 ning seega T suurenemisel P, vaheneb - aja T jooksul

oT,
drasoodud saakloomade arv viaheneb.
0P, aT(1+4+aTsN)—aNT -als aT 50
ON (14 aTsN)? o (14 aTsN)? ’

Seega, saakloomade tiheduse N kasvamisel aja T jooksul arasodédud loomade arv suureneb.
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6. Integraalid.

6.1. Maaramata integraal.
Definitsioon. Funktsiooni y = F(z) nimetatakse funktsiooni y = f(x) algfunktsiooniks piirkonnas X, kui
F'(z) = f(z), kui x € X.

Integraalarvutuse iiks pohiiilesandeid - kuidas leida funktsiooni tuletise jargi (f(z)) funktsioon (F(x).
Kui F(z) on funktsiooni f(z) algfunktsioon, siis on selleks ka iga funktsioon G(x) = F(z) + C, kus C on
suvaline konstant. Selle kohta Geldakse, et algfunktsioon F'(z) on méédratud otsaliidetava ehk aditiivse
konstandi tédpsusega.

Maéaaramata integraal tahistatakse jargmiselt:

/f(a?)dx =F(z)+C.

/Oda? = C
/dm = xz+C

Integraalide tabel.

xa+1
(e}
= ~1
/33 a+1—|—C, o #
dz 2z +C
N
d 1
/—f - ——+cC
T x
/e"’”da: = "+ C
/ag” - ¢ +C
Ina

1
/fda? = Inlz|+C

T
/sinxdm = —cosx+C

/cosxdx = sinx+C

d
/ cosfx = tanz+C
d
/ . 926 = —cotxz+C
sin“ x
/ du inz+C +C
————————— = arcsinze = — arccosx
V1-—a?
dx ~
T2 = arctanz + C = —arccot x +C
T

Maaramata integraali omadusi:
Kui leiduvad méiramata integraalid [ f(z)dz = F(z) + C; ja [ g(x)dz = G(z) + Ca, siis kehtib:

/ lof (@) + Bg(@)]de = a / f(@)dz + 8 / o(2)dz = oF (z) + AG(z) + C.

St, integraal summast on integraalide summa ja nullist erineva konstandi voib alati integraali mérgi alt
vélja tuua.
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6.1.1. Muutujate vahetus maaramata integraalis.

Olgu funktsioonil f(x) olemas algfunktsion F'(x) piirkonnas X ning z = ¢(¢) on piirkonnas T difer-
entseeruv funktsioon ning selle funktsiooni véartused kuuluvad piirkonda X (St kui ¢t € T, siis
x = p(t) € X). Siis kehtib seos:

/f@Mw=/fwwy@wmt
Erijubtum. Olgu [ f(x)dz = F(x) + C, siis
/f(aa;-i—b)da; = éF(ax—i—b) +C,

kus a ja b on konstandid. Néitame seda. Lahtume seosest [ f(z)dz = F(z)+C. Leidmaks [ f(ax + b)dx
teeme muutujate vahetuse:

ar+b=t = adx = dt = dm:%,

seega,
/j@ﬁ:%ﬂ@+c=éﬂm+w+c. (6.22)

Niiteid muutujate vahetuse kohta integreerimisel.

1
1. [sin(2z)dz. Teeme muutujate vahetuse 22 = ¢. Siis 2dx = dt, seega dx = §dt.. Saame:

1 1 1
/(2x)dm = i/sint dt = ~3 cost+C = ) cos(2z) + C.

2. /Jce_’”2 dx. Teeme muutujate vahetuse z? = ¢. Siis dt = 2z dz. Seega

2 1 1 1 -
/xefm dr = /etidt = get = iez .

3. f cos* z sinx dr. Muutujate vahetus t = cos z, siis dt = sinz dz. Saame

5

t 1 =4
/cos4z sinx dac:/t4dt: ngC:gcos"erC’.

d
- 27964_5 Antud integraal on sarnane tabeliintegraalile [ 5 _T_ 7= arctan z + C. Teisendame esmalt
x
integraali:
/ dr / dx 1 / dx
2 - 22\ 2 T 5 2 ’
TS Ss(5) 1 2 ()
x dx
Muutujate vahetus: — =t,= — =dt, dx = V/5dt.
! V5 V5
1 dx NG 1 T
- | ———— = — arctant + C = —= arctan — + C.
5 / (1)2 L1 b V5 V5
V5
6zdx . 9 .. 1
- 219 Muutujate vahetus t = 8z2 + 9, siis dt = 16zdzx, dx = Edt'

6xdx 6 dt 3 3
o 2 2+ C = 2In(8z2 +9) + C.
/8:c2+9 16) 7 sl C= 5@ 9+
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2d
6. [ T g . See integraal kiib valemi (6.22) alla:
— 3z

2dx dx 2
—9 = _Zm1-
/1—3x /1—393 gl =3z[+C

4 2
Ik de. Antud tlesanne on keerulisem ja tuleb lahendada jargmiselt. Kui me teeme
2 4 62 + 12
muutuja vahetuse t = 22 + 6x + 12, siis dt = (22 + 6)dx. Seega teisendame esmalt integraali:
4z 4 2 20 +1 20 +6 -5
I = [ = gp=2 o _gp—o [ T2 gy
/x2+6z+12 v /x2+6:c+12 o /x2+6:1:+12 v

2z 46 dx
2/ —7——-10| —— =1 + 5.
/x2—|—6x+12 /m2+6x+12 1+t

Esimeses integraalis teeme iilalmainitud muutuja vahetuse:

2z +6 dt 9 9 9

Teise integraali nimetaja on 2.jarku poliinoom, mida ei anna lahutada kahe esimest jarku poliinoomi
korrutiseks (me ei saa esitada seda kujul (z + a)(x + b), kus a ja b on mingid konstandid). Teisendame
teist integraali:

Iy

dx dx dx
10 5————==-10[] 5—F7——=-10 | —5— =
/x2+6x+12 /x2+6x+9+3 /(x+3)2+3

_ _E/ dx __E/ dx
3 M+1 3 (LH)2_~_1

’ V3

d
Niiiid teeme muutujate vahetuse u = s 3, siis du = —x, ehk dx = v/3du. Kokkuvottes saame
V3 V3
1 d 1 1
IQZ—M Y ———Oarctanu—i—Cg:——Oarctanx 3—1—02.

3 W+l 3 V3 V3
Loppvastus:
4z 4 2 10 x+3
——— = _dr=In(z*>+6 12)? — — arctan —— + C.
/x2—|—6$+12x n(z® 4 6z + 12) \/garcan 7 +
6.1.2. Ositi integreerimine.
Korrutise integreerimiseks pole iildist valemit olemas, osaliselt asendab seda ositi integreerimise valem.

Kui leidub integraal / v(x)u'(z)dx, kus u(z) ja v(x) on diferentseeruvad funktsioonid, siis on olemas ka

integraal /u(w)v'(m)dm, kusjuures kehtib seos:
/ (@) (z)dz = / (u(z)v(z)) dz — / o (2)o(z)dz = (u(z)o(z) — / o (@)o(x)da. (6.23)

Tuletame valemi (6.23). Votame tuletise funktsioonide u ja v korrutisest:

(u(@)v(x))" = v'(@)v(z) + u(@)v'(2),

siit saame
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Korrutame saadud vorduse molemat poolt dz-ga ning integreerime:

/ (@) (z)dz = / (u(@)o()) dz — / o (@)o(z)dz = (u(z)o(z) — / o (@)o(x)da.

Viimane avaldis ongi ositi integreerimise valem. Téhistades diferentsiaalid du = v/(z)dz ja dv = v'(x)dz,
ning jattes funktsioonide argumendid kirjutamata, saame lihtsamalt:

/udv:uv—/vdu.

Niited ositi integreerimise kohta.
1. /xsinx dx. Votame

u =z, du = dx,
dv = sinzx dx, v:/sinx dxr = —cos .

Saame valemi (6.23) kohaselt:

/xsinx da::fxcosxf(f/cosx dx) = —xzcosx + sinx + C.

2. /xlnx dz. Votame

u=Inz, du = —dz,
x

22
dv = x dx, v:/xdx:?.

Saame: )

x? 1 [ 2? T 1 1,
/xlnxd:r—?lnx—i/;dx—?lnx—i—zx +C.

3. / 2xe3®dzx.

u=2z = du = 2dx

. 1 .
dv = e3® = V= /e‘h dr = ge‘h.

v leidmisel kasutasime muutuja vahetust (vt valem (6.22).

2 2 2 2
/Qxe?’mda: = gxe?’”” —3 /egrda: = gﬂj@w — 56‘% + C.

4. / Inxdzx.

u=Inz, du = —dx
T
dv =1 dx v =z

Saame

/hlmdx:xlnx—/gdx:xlnx—/dxlenx—x+0.

5. / z?e*®dzx. Siin tuleb ositi integreerimist kaks korda rakendada.

u =2, du = 2zxdzx,
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1
dv = e**dzx, v = 562’”.

. 1 2 .
/xgegldm = 595262* ~3 /weQ"‘dx =1.

Viimase avaldise teise liikme (integraali) jaoks rakendame uuesti ositi integreerimist:

u =z, du = dzx,

1
dv = e**dzx, v = 56%'

Kokkuvottes saame

1 1 1 1 1 1
I==2%% — (29662”” — 2/62“’dm) = §$2€2$ - ixe% + 16235 +C.
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6.1.3. Ratsionaalmurdude integreerimine.

P(x
Ratsionaalmurruks voi ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni f(x) = QE i, kus P(x) ja Q(z)
x
on muutuja z polinoomid.
Paljude funktsioonide integreerimisel on voimalik teha niisugune muutujate vahetus, mis teisendab inte-
graalialuse funktsiooni ratsionaalfunktsiooniks.
Ratsionaalfunktsioonide néited:

223 — 322 + 2z
ho) = =g

z® + 822
folz) = Tr_3 7

2
@) = s

Kui ratsionaalmurru nimetaja aste ei iileta lugeja astet, nimetatakse murud liigmurruks. Kui aga nimetaja
aste on suurem lugeja astmest, siis lihtmurruks. Funktsioonid f; ja fs on liigmurrud, f3 on lihtmurd.
Saab niidata, et iga liigmurd on iihesel viisil avaldatav kujul

P(z) Pi(z)
= R(z) + ,
aw ~ M)
P,
kus Ql ((I)) on lihtmurd ja R(z) on poliinoom. (vt Piskunov. Diferentsiaal- ja integraalarvutus. I, II).
1\x

Seega ka integraal

/ gégdp / R(z)dx + / Sll((?)dx.

Poliinoomi integreerimine on vaga lihtne. Seega taandub ratsionaalmurru integreerimine lihtmurru inte-
greerimisele.
P(x)

Q(x)
Q) = (z—a)*...(x=b)'(@® +pr + ... (" +re+ ),

Vaatame edasi vaid lihtmurde

(jatame indeksi 1 &ra). Iga polilnoom Q(z) on avaldatav kujul

kus a ja b on reaalarvulised nullkohad, mille kordused on vastavalt k, -, 1. Ruutkolmliikmetele 22 + px +
q,-, 2% 4+ rz + s puuduvad reaalarvulised nullkohad, nende diskriminandid on negatiivsed.

A Ratsionaalmurdude lahutamine summaks.

(z
Q(x)

Kui lihtmurru nimetaja on kujul

Qz) = (x—a)k...(m—b)l(a:2—l—px—&—q))‘...(xz—I—m:—i—s)“,

siis kehtib niinimetatud osamurdudeks lahutamise valem:

Plo) _ A A Ay
Q(x) r—a (z—a)2 T (z—a) 7
By By B,
M1x+N1 M2£E+N2 M)\IEN)\
Pipriq @ iprtq? @ iprter T
12?,1w+51 fow 5 o Buo¥Su (6.24)
224+rex+s (224 rx+s)? (2 +re+ s)H

Siin Ay, Ag, -, Ag, B1,...,B;, M1, Ny,...Mx,Ny,...R,, S, on tundmatud kordajad, mida on voimalik
maarata spetsiaalsete meetodite abil.

2x

Naide. Lahutada osamurdudeks ratsionaalfunktsioon ——————.
(x —2)2(z + 3)
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Vastavalt valemile (6.24) saame:

2x o Al + A2 + B
(r—2)2(zx+3) (r—2) (r—2)2 z+3

Laiendame parema poole esimest murdu (z —2)(z+3)-ga, teist liidetavat (z+3)-ga ja kolmandat (z —2)%-
ga ning viime siis saadud avaldise iihisele nimetajale:

22 Aj(z —2)(z +3) + As(z + 3) + B(x — 2)?
(z —2)*(z +3) (x —2)*(z +3) '

Viimase vorduse vasakul ja paremal poolel olevate murdude nimetajad on vordsed. Seega on vordsed ka
lugejad, saame avaldise kordajate Ay, Ao, B madramiseks:

27 = Ay (x — 2)(z + 3) + Az(z + 3) + Bz — 2)°.

Sellest vordusest otsitavate kordajate maaramiseks on kaks viisi: kas anname x-le ette erinevad vaartused
(antud juhul 3 vaértust) ja saame vajaliku hulga vorrandeid voi vordleme x erinevate astmete kordajaid
vorduse molemal poolel. Anname ette erinevad vaartused:

x=2: 2:-2=A4,-0+ A2(2+3)+ B-0.

Siit saame Ay = 0, 8.

r=-3: —6 = B(—5)? = 25B.
Seega B = —0, 24.

z=0: 0=-64;+3-0,8-0,24-4.

Ay = —0,24. Oleme saanud:

2z 0,24 0,8 0,24

= - +

(. —2)2(z + 3) -2 (x-2)2 z+3

B Osamurdude integreerimine.
Osamurde on nelja tiiiipi.

A
1. .
T —a
A
/ dez =Aln|z —a|+ C.
T —a
2 L
" (z—a)k’
Integraali / ﬁdx leidmiseks teeme muutujate vahetuse (x — a) = t, do = dt. Siis saame
T —a
A A =k A
———de= [ —dt=A [t Fdt=A C= C.
/(x—a)kx /tk / 1 YT U e T
Ax + B 9 . . e e .
S S—— kus p* — 4¢q < 0. Sellise murru iildkujulist integreerimist siin ei késitle (vt Piskunov.
€ pr—+q

Integraal- ja diferentsiaalarvutus I.). Néited sellise murru integreerimise kohta on toodud alapunktis
6.1.1, naited 4 ja 7.

Az +B *

S Siin ldhemalt ei késitle. (Vt Piskunov. Integraal- ja diferentsiaalarvutus I.).
22 +pr+gq

3xdx

Néide- Leida /m
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Integraalialune avaldis on lihtmurd, kusjuures nimetaja diskriminant (—5)2 — 4 -6 > 0. Seega saab
nimetaja lahutada korrutiseks:

I :2,£C2 = 3.

10£+v25—-4-6
2 b

m2—5$+6:0, = T1,2 =

Seega 2% — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3) ja jirelikult saame integraalialuse murru lahutada summaks:

3x B A n B
22—5x+6 -3 x-—2

Laiendades viimase vorduse paremal poolel olevat esimest liidetavat (z — 2)-ga ja teist (z — 3)-ga, saame

3x A(x —2)+ B(xz — 3)

(z =3)(x—2) (z = 3)(x—2)

Vordleme niilid viimase vorduse vasakul ja paremal poolel olevate murdude lugejaid:
3z = A(x — 2) + B(z — 3).
Anname z-le erinevad vaartused:

2: 3.2=0-B, =  B=-6,
= 3, 3.3=A4+40, =  A=09.

Otsitav integraal lihtsustub siis jargmiselt:

3xdx 9 6 dx dx
R — dx =9 -6 =9In|z — 2| —6ln|z — 3| + C.
/x2—5x+6 /(ac—Q a:—3) o /x_g /x—S n|z — 2| nlz — 3|+
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6.2. Maaratud integraal.
6.2.1. Riemanni integraal.

Olgu loigus [a, b] antud funktsioon y = f(z). Jaotame 16igu [a, b] suvaliselt n osaks punktidega a = z¢ <
1 < X2 < ... < <...<xp,=> (vt joonis 27). Valime niiiid igas 16igus [z;_1,x;] Gthe punkti &;.
Téahistame veel Ax; = x; — x;_1, mis on i-nda 16igu pikkus. Niiiid moodustame summa

n

o= f(&)Ax;. (6.25)

i=1

Definitsioon. Kui on olemas loplik piirvaértus
lim o,
A—0
siis nimetatakse funktsiooni y = f(z) integreeruvaks Riemanni méottes 16igus [a, b], seda piirvadrtust aga

b
nimetatakse funktsiooni f(z) médratud integraaliks rajades a-st b-ni ja t&histatakse / f(z)dx.
a

Seega
b n
/a flovde = i 3 /(&) A (6.26)

Summat o nimetatakse integraalsummaks (vahel ka Riemanni summaks). Seega on integraal integraal-
summade piirvaartus.

Piirprotsess A — 0 garanteerib ka seda, et n — oo, kuid mitte vastupidi (vastupidi kehtiks juhul, kui kaik
A;-d {ihesugused).

Juhul, kui funktsioon f(x) on mittenegatiivne, siis vordub integraalsumma vastava treppkujundi pin-
dalaga. Piirprotsessis A — 0 ldheneb integraalsumma vastavale kovertrapetsile. Seega vordub integraal

b
/ f(x)dx vastava kovertrapetsi pindalaga.
a

Joonis 35: Integraalsumma.

6.2.2. Maaratud integraali omadused.

1. /aa f(z)dz =0.
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2. /abf(x)dx - —/baf(as)dm.

3. Kui f(x) on integreeruv l6ikudes [a, ] ja [, b], siis on ta integreeruv ka 16igus [a, b], kusjuures

/a " Fa)de = / " f(a)ds + / ’ fa)de. (6.27)

4. Kui funktsioonid f(z) ja g(x) on integreeruvad l6igus [a, b], siis mistahes konstantide « ja 8 korral on
funktsioon af8zx) + Bg(z) integreeruv selles 16igus, kusjuures

b b b
/ [ozf(x)—!—ﬂg(x)]dx:a/ f(x)dx—i—ﬁ/ g(z)dz. (6.28)

5. Kui loigus [a, b] integreeruvad funktsioonid f ja g rahuldavad selles 16igus vorratust f(z) < g(x), siis
rahuldavad samasugust vorratust ka maaratud integraalid;

/ab fl@)dz < /abg(x)da:. (6.29)

6. Kui funktsioon f(x) on ldigus [a,b] integreeruv ja mittenegatiivne funktsioon, siis

/ " Ho)de > 0. (6.30)

7. Kuim < f(x) < M iga x € [a,b], siis kehtib jirgmine vorratus:

m(b—a) < / f(z)de < M(b—a). (6.31)

A
y

<

IN
N\

b

N7

>
X

Joonis 36: Integraalsumma.

Ulaltoodult jooniselt on néha, et m(b — a) moodustab viiksema ristkiiliku pindala. M (b — a) on pin-
dalaks ristkilikule, mis on piiratud z-telje, joone y = M ning joontega x = a, * = b-ga. Kuivord
vastavalt madratud integraali geomeetrilisele interpretatsioonile on positiivse funktsiooni méaratud inte-
graal tolgendatav funktsiooni ja z-telje vahele jadva pinna pindalana, siis jooniselt selge, et see pindala

b
S = / f(z)dz on suurem kui m(b — a) ning viiksem kui M (b — a).
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Eeldame, et funktsioon f(z) on pidev 16igus [a,b], siis on tal ses 16igus olemas algfunktsioon F(z). Siis
kehtib

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (6.32)

Valem (6.32) on Newton-Leibnizi valem. M&ératud integraali voib algfunktsiooni abil anda ka kuju (teine
tahistus):

b b
/ F@)dz = F(2)|” = F(a) — F(b).
a a
.. 51
Ulesanne 1. Leida/ (— —2%)dx
9 27
1 1 [°d 5 1 51 4P
/(—fxg)d:c = 7/ —xf/ 1"3dx:fln|x|’ ,,x4‘ =
2 2x 2 2 T 2 2 2 4 2
1

1
5(1n5 —In2) — Z<54 — 2% ~ —151,8.
Ulesanne 2. Naidata, et 0 < / sinx dxr < .

0

s
Esmalt arvestame, et Vo € [0,7] on 0 < sinz < 1. Seega kehtib vastavalt omadusele 6 0 < / sinz dz.
0
Kasutades omaduse 7 vorratuse paremat poolt (teist vorratuse osa) votame M = 1, a = 0,b = 7 ning

M((b—a)=1-(pi—0)=m. Seega kehtib / sinx dx < m ning jarelikult ka kogu vorratus.
0

Integraalarvutuse pohiteoreem. Kui f(u) on pidev funktsioon 16igus u € [a, b], siis funktsioon
F(z) = / f(u)du, kus a<xz<b (6.33)

on pidev funktsioon 16igus x € [a, b] ning diferentseeruv vahemikus = €]a, b], kusjuures

Ulesal’lne 3. Lelda tuletls
S a .
T u e U, ur X

u

Esmalt arvestame, et funktsioon f(u) = sinu — e~ on pidev kui u > 0, st teoreemi eeldus kehtib. Siis

vastavalt integraalarvutuse pohiteoreemile
d x
— / (sinu —e )du =sinx —e™*
dz [/,

piirkonnas x > 0.

Leibnizi reegel. Kui funktsioonid g(z) ja h(x) on diferentseeruvad funktsioonid ning f(u) on pidev
funktsioon 16igus u € [g(x), h(x)], siis kehtib jirgmine seos:

d [P
- / f(u)du = flh(z)]h (z) = flg(@)lg (x). (6.35)
4z Jy(x)

.o 1

Ulesanne 4. Leida jargmine tuletis: — u?du.

dzx

sinx
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2

Vorreldes antud tilesannet valemiga (6.35) leiame, et f(u) = u*, g(x) = sinz, h(x) = 1. Siis saame

d 1
— uw?du=1% -1 — (sinz)?(sinz)’ = 0 — sin® z - cos .
dx sin
. d [
Ulesanne 5. Leida tuletis — edu.
T )2

Kasutades Leibnizi reeglit saame

3
d x
. etdu = e® (z%) — ™ (22) = 32%e” — 2me™ .
T Jr2
6.3. Ositi integreerimine ja muutujate vahetus maaratud integraalis.
6.3.1. Ositi integreerimine

Olgu u(z) ja v(x) 16igus [a, b] diferentseeruvad funktsioonid ning u'(z), v'(x) integreeruvad funktsioonid
16igus [a, b]. Siis kehtib ositi integreerimisel seos:

b

/abu(:ﬂ)v/(x)dm = u(z)v(z)| — /abv(a?)u’(m)d:c

b b b
/udv:uv —/vdu.
a a a

Ulesanded Leida ositi integreerides jirgmised integraalid.

3
1./ 2?Inz d,
1

ehk lihtsamalt kirjutatuna:

Seega

3 3.3
1 31 1 1 1 43
/x21nx dx fx?’lnx‘ —f/ fr—dx:f(?)?’ln?)—l?’lnl)—f-fx?"
1 3 1 3 1 X 3

3 3 I

1 26
— 93— -(27—-1)=9In3— =
9In3 9(7 )=9In3 5

2. f14 V2z In2zxdx

1 1 1 1
= — = — )= —
V2 V2zx 2/ 2x 2z

3
2 2v/2
vo= \/ﬁ:\@x%, v\@/x%dxﬂz;\gf\/;’

2

u = Inv2z, u (V2z)

Rakendades ositi integreerimise valemit saame seega

4 4
2v2 4 2v2 s 1 2v/2
/\/2xln\/2xdac = Tf\/w?’ln\/Qm‘ —T\[ x%~—dx:T\[(v43ln\f—
1 1

1 2z

2 [ 2 2 54
— V1BInv2) - % z2dy = 7.51 — % : gx% =17,51 —3,20 = 5,31.
1 1

68



6.3.2. Muutujate vahetus maaratud integraalis.

Olgu u = g(x), siis

b g(b)
/ Flo(@)lg (x)dz = / ., fea (6.36)

-1

Ulesanne 3. Leiame integraali / 22 dy muutujate vahetuse abil.
st u = g(x) = —23), siis

Votame uue muutuja u = —3 (
! 3\/ 2 2 1

Uued rajad: g(—1) = (=1)* = —1, g(3) = 27. Kokkuvottes saame

3 5 1 27 o7
/ e dr = —5/ etdu= —0,5(e")| = —0,5(e*" —e ') =—-1,226-10".
-1

-1 -1
. 4 3373 3
Ulesanne 4. Leida méaératud integraalid a) /2 mdm, b) [y z5de.
R 4 ide _
a) / s Sl = / ———.  Siin tuleb téhele panna, et juhul, kui votaksime uueks muutujaks
5 224 +2 5 224 +2

antud murru nimetaja, st u = g(x) = 22* + 2, siis sellest tuletise votmisel viiheneb z aste iithe vorra:

1
du = ¢'(r)dx = 823dx. St - antud murru lugeja erineb du-st vaid mingi konstant korda: w3dr = gdu.

4 3 u .
3z 3 [“2du 3 uz 3 4 3
= dr== — =1 = Zln|22* 2‘ == (In|2-4*+2|—Inj2-2*+2|) ~ 1,018
/2 22t +27" 8/u] o =], =g et 42l =g (2442~ Inf2- 274 2))

b) f03 Zigrde. Siin el saa rakendada eelmise lilesande muutujate vahetust, kuivord lugejas on z aste mitte
iihe, vaid kolme astme vorra viiiksem. Siin peaks uueks muutujaks votma u = g(x) = 22. Sel juhul saame

1
du = (z%)dx = 2xdz, = xdr = idu.

3 u
1 2 d 1 31 31 1
/0 %_de = i/u F—qﬁl =3 arctanu‘o =3 arctanx2‘0 = i(arctan?) —arctan0) = 51,25 =0,625

1

Markus. Tulemus tuleb arkusfunktsioonide korral anda kindlasti radiaanides!
Ulesanded iseseisvaks lahendamiseks: Leida jargmised integraalid kasutades muutujate vahetust:

B /4 3 622+ 16 LS|
1)/ —32? sin zdzx, 2)/ sin? zdz 3)/ % 4)/ je%dx

Vastused: 1) -17,61; 2) g — 0,25, 3) 4,605; 4) 4,67.

6.4. Maaratud integraali rakendusi.
6.4.1. Pindala arvutamine.

Olgu f(x) > 0 iga = € [a,b] korral, siis ldhtudes médratud integraali geomeetrilisest tdhendusest on
f: f(x)dx vordne kovertrapetsi pindala, kusjuures kovertrapets on saadud piiratud jargmiste joontega:
a-telg, x = a, x = b, y = f(x) (vt joonis 3 allpool).

Juhul, kui otsida a-telje ja funktsiooni y = f(z) graafiku vahele ja#va pinna pindala ning f(x) graafik
16ikab piirkonnas x € [a,b] vahepeal ithe voi mitu korda z-telge, tuleb integreerimispiirkond tiikeldada.
Loigaku f(x) z-telge niiteks punktides ¢ ja d, siis z-telje ja funktsiooni f(x) graafiku vahele jadva pinna
pindala on

c d b
S S+ S+ 85| / f()de] + | / f(x)da] + | /d f()da]
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N /x)
s

Joonis 37: Kovertrapetsi pindala.

yA

INY 1)

db;

Joonis 38: Kovertrapetsi pindala.

Vt ka joonis 4.

Kui f(z) ja g(z) on pidevad funktsioonid piirkonnas = € [a,b] ning f(x) > g(z) Vx € [a,b], siis on
funktsioonide y = f(x) ja y = g(x) graafikute vaheline pind piirkonnas x € [a,b] vordne jargmise
integraaliga:

5= / (f(z) - g(x)) de (6.37)

Vt ka joonis 5.

6.4.2. Poordkeha ruumala leidmine.

Olgu meil antud poordkeha, mis on saadud funktsiooni f(z) > 0 Vz € [a,b] pooramisel {imber x-telje.
Selleks, et leida selle poordkeha ruumala (ligikaudsel meetodil), jagame 16igu [a, b] n tiikiks (alamliguks)
punktidega z1, x2, ..., T,—1. Téahistame veel xy = a ja x, = b. Joonistame pocrdkeha sisse silindrid
selliselt nagu ndidatud joonisel 6, st esimese silindri pohja raadius on f(z¢) ning korgus (paksus) on
Azq = (21 — x0), teise silindri pohja raadius on f(z1) ning kérgus on Azs = (z2 — 1) jne.

Seega oleme joonistanud péordkeha sisse n silindrit, milles igaiihe pohja raadius on funktsiooni vaartus
vastava silindri algpunkti kohal. St, i-nda silindri pdhja raadius on f(z;_1) ning kdrgus Az; = (x;—z;—1).
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N Jx)
g(x)

=V

Joonis 39: Kovertrapetsi pindala.

Joonis 40: Poordkeha ruumala leidmine.

Arvestame, et iga silindri ruumala on pohja pindala ja korguse korrutis:
Vi = Slhl = W[f(xi_l)]Q . A.T,‘i.

Siis saame poordkeha ruumala ligikaudse arvutusega jérgmise:

n n

V= Z V; = WZ[f(xi,l)]Q . A(El

i=1 i=1
Poordkeha ruumala téapsemaks leidmiseks peame 16igu [a, b] tiikeldama véiksemateks tiikkideks, st n — oo
ning Azx; — 0. Kokkuvottes saame podrdkeha ruumala tépse valemi:

n

Ver lim S @) A :77/ [ (2)]2da. (6.38)

=00 =1
Az; — 0

Valem (6.38) ongi poordkeha ruumala valem, kus poordkeha on saadud funktsiooni f(z) > 0 Vz € [a, b]
pooramisel iimber z-telje.
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Naide. Leiame poordkeha ruumala, kui pocrdkeha saadakse poolkaare, raadiusega r, pooramisel iimber
z-telje.

Ringi, mille raadius on 7, vorrand on z? + y2 4 r2. Siit saame
y=+Vr2—a2

Juhul, kui ruutjuure ees on miinusmérk, joonistub vélja ringi alumine pool (jadb y-teljest allapoole); kui
plussmiérk, siis iilemine. Valime f(z) =y = v/r? — 22. Kui péérame antud funktsiooni graafikut iimber
a-telje, on tulemuseks kera, mille ruumala on vastavalt valemile (6.38):

w/r(\/W)de :w/r (r? — 2%)da :71'(7“295— “;)3)

— {;2 r— g - (TQ(—T) —_(r_;")gﬂ = 3.

6.4.3. Funktsiooni keskvaartuse leidmine.

T

|4

-

Funktsiooni keskvaartuse avaldise leidmiseks vaatame jargmist naidet. Maapind on saastunud ammoni-
aagiga. Keskmise saaste madramiseks moodeti saastaine kontsentratsiooni pinnases saastekohast alates
1 meetriste vahedega ning saadi tulemised, mis on kantud tabelisse 1:

Tabel 1. Saastaine kontsentratsiooni ¢ soltuvus kauguses z.
Kaugus saasteallikast 2 (m) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kontsentratsioon ¢ (g/m?) [ 589 | 603 | 619 | 667 | 641 | 658 | 673 | 661 | 652 | 644

Leiame keskmise kontsentratsiooni. Ilmselt
1 10 g
= — = ~ 641 —.
C 10 Eﬁ 589 +603+...+670) =6 3

Téapsema tulemuse saamiseks peaks mootmisi sooritama vaiksema vahemaa jarel. Tahistades lopp-punkti

(10m) téhega b ning algpunkti (x=0) tdhega a voime kirjutada vahemaa Az = 1m jaoks: Az = ——.

10
. b— 1 A
Uldjuhu jaoks Ax = 279 Avaldame siit — = ——. Seega:
n n b—a
Y I
c=— c(zy) =
n " b—a i
=10 i=1
Kui n — o0, siis voime kirjutada
= 3 ewAn = [ o (639
c= im c(z;))Ar; = —— | c(z)dx. .
b*an—>ooz_1 b—a/,
Az — 0

Suvalise 16igus x € [a, b] pideva funktsiooni f(z) keskvadrtuse 16igusb [a,b] voib jarelikult leida valemiga:

- 1
f = fkeskm = b (6.40)
Néide 1. Leida funktsiooni y = f(z) = 4 — 2% keskvéértus piirkonnas x € [—1; 3]
6.4.4. Kumulatiivne muutus
Vaatleme siisteemi, mille diinaamika on kirjeldatav jargmiselt:
dN
o (), N(0) = N, (6.41)
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N(t) leidmiseks votame vordusest (6.41) integraali:

N@:ANWMHCzAf@M+Q

Saab néidata, et C' = N(0) = Ny. Seega, suuruse N kasv vahemikus t € [0, 2] on

AN:N@—N@:Af@Mu (6.42)

Naide 1.
dN
Oletame, et popultsiooni arvukuse kiirus soltub ajast jargmiselt: T e~ %2t kus N on antud miljonites.
Leida N(t) ning AN, kui ¢ € [0; 5].
Naide 2.
Olgu biomassi muutumise kiirus B’(t) ajavahemiku ¢ € [0;12], kus ¢ on antud kuudes, antav jargmiselt:

Joonestada soltuvuse B’(t) graafik. Leida B(t). Oletame, et B(0) = By. Leida sel juhul AB, ¢ € [0;12].
Milline on selles ajavahemikus keskmine biomass B?

Naide 3.

Olgu keha kiirendus a(t) = 0,01 cos(0, 1t). Milline on antud keha kiiruse séltuvus ajast v(t)? Milline on
Av ajavahemikus ¢ € [0, 107], kui vg = 1? Milline on keha kiirendus?

6.5. Maaratud integraali ligikaudne arvutamine.
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7. Diferentsiaalvorrandid

7.1. Moned naited diferentsiaalvorranditest

Koige lihtsama populatsiooni mudeli korral on populatsiooni kasvu kiirus ehk stindide ja surmade vahe
ajaithikus vordeline populatsiooni suurusega:
AN

— ~r.-N
At T

Et N = N(t), siis voime kirjutada antud seose tédpsemalt:

N'(t) = a r- N(t). (7.43)
dt
Vorrandis (7.43) sisalduvad nii funktsioon N(t) kui ka tema tuletis N'(t). Sellist vorrandit, mis sisaldab
funktsiooni n-jirku tuletist nimetatakse n-jarku diferentsiaalvérrandiks. Uldiselt ei pea diferentsi-
aalvorrandid sisaldama funktsiooni ennast, kuid voivad sisaldada ka seda funktsiooni suvalises kombi-
natsioonis tema argumendiga. Naiteks

/

doz g = ehk " +y —zy=0

on teist jarku diferentsiaalvorrand.

Alljargnevas néide fiilisikast, milles ilmneb, kuidas tuletatakse vonkumisi kirjeldav teist jarku diferentsi-
aalvorrand. Olgu meil tegemist vedru otsas rippuva raskusega, mille mass on m. Vedru jaikus on k.
Siis, kui raskust venitada allapoole, st tasakaaluasendist vélja, hakkab raskusele mojuma Hooke’i jouk,
mis tombab vedrut tagasi, kusjuures F' = —kx, kus  on vedru deformatsioon. Teisalt vastavalt Newtoni
teisele seadusele on F' = ma, kus a - kiirendus. a = v/(t) = 2" (t). Seega oleme saanud vorrandi

ma” (t) = —kx(t), ehk  2"(t) + %x(t) =0.

Tegemist on teist jirku diferentsiaalvorrandiga, mille lahend z(¢) néitab, kuidas vedru deformatsioon aja
jooksul muutub. Antud vorrandi lahendiks on perioodiliselt muutuv funktsioon, mis kirjeldab iiles-alla
vonkumist. Sellised perioodilised muutused aga ilmnevad mitte ainult flitisikalistes, vaid ka 6koloogilistes,
bioloogilistes vims protsesside kéigus.

7.2. Lihtsamate diferentsiaalvorrandite lahendamine

7.2.1. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandid

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorranditeks nimetatakse DV-sid, mis on kirjutatavad jargmiselt:

y'(x) = f(x)g(y), (7.44)

Nimetatud DV-i lahendamiseks sobib jargmine meetod: viime z-dega liikmed iihele poole ning y-tega
liikmed teisele poole:

()
dy
o f(z)dz,
dy
/g(y) = ) S
Naide: p
/_7y_ T—y
vy= de €

x

€ . . ~ . . . .
Arvestame, et e* 7Y = e¥e7Y = = Seega on diferentsiaalvorrandi parem pool kirjutatav kahe funktsiooni
e
f(x) = €e* ning g(y) = e ¥ korrutisena. Korrutades DV-i pooli dz-ga ning jagades e~ ¥, saame

eYdy = e"dx.
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Votame molemalt poolt integraali, siis saame:
/ eVdy = / e“dx
ey = e 4+C.

Lopliku vastuse leidmiseks avaldame viimasest vorrandist y, selleks votame vorduse molemalt poolelt
naturaallogaritmi:
y=lIn(e” 4+ C). (7.45)

Saadud lahend on méaaratud konstandi tdpsusega, kusjuures konstant C' méaratakse monest lisatingimus-
est. Olgu selleks tingimuseks antud juhul y(0) = yo. (On antud funktsiooni y vééartus punktis = 0).
Paneme selle tingimuse lahendisse (7.45):

y(0) = yo = In(e” + O).
Votame molemad pooled e astmesse:
¥ = n(€’+0) = 0 4 0 =14 C.
Viimasest seosest saame C' = €% — 1. Seega, juhul, kui algtingimuse y(0) = yo korral on diferentsi-

aalvorrandi lahendiks
y(z) = In(e” + €% —1).

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandil on 2 lihtsamata alaliiki.
A. DV ¢y == f(x), mille lahendamine viib tavalise integraali votmiseni:

o) = [ fayds+ €
voi teise kirjutusviisina:
xr
o) = [ Fa)du+y(0),
0
kui on antud ka y(0). St, tegemist on integraali leidmisega (vt alapunkte 6.3 ja 6.4).

B Autonoomne DV: ¢’ = g(y).
Antud diferentsiaalvrrandi lahendamisel tuleb toimida jrgmiselt:

dy

/ = — =

y= =90)

Korrutame DV-i mlemat poolt dz-ga, jagame g(y)-ga ning integreerime, siis saame:
intg(y)dy = /dx =x+C.

Prast vasakult poolt integraali vtmist tuleb vrdusest avaldada y(x).

Nide: Lahendada diferentsiaalvrrand y’ = 2 — 3y.

dy dy
2 _-92_3 = d =
Ix Y qqua /2_3y /x
dt

Vasaku poole integreerimisel kasutame muutuja vahetust t = 2 — 3y, siis dt = —3dy ning seega dy = ——.

3
dy 1 [dt 1 1
/2—3y S/t gl =—znf2=3y

1
—§1n|3—2y\:x+01.

Seega oleme saanud:

75



Korrutades vrduse mlemat poolt —3-ga ning vttes seejrel mlemad pooled e astmesse, saame avaldada y-i:

1 2
:_70 73$_77
y=m3v e 3

kus C = e 3C1,

Vastavalt von Bertanlanffy vrrandile on kalade kasvu kiirus seotud kala pikkusega jrgmiselt:

L’:%:k(A_L),

kus k ja A on positiivsed konstandid. Leida kala pikkuse sltuvus ajast 1djuhul. Skitseerida graafik, kui
Ly=L(0)=0,1, k=0,2, A=0,5.

Piiratud toiteainete hulga puhul vib populatsiooni arvukuse N kasvu modelleerida nn logistilise vrrandiga,
mille korral populatsiooni arvukuse muutumise kiirus on jrgmine:

dN N

Nidata, et antud vrrandi lahend on

B K
Sl (- 1)er

N(t)
Analsida lahendi kitumist juhul, kui ¢ — in fty kahel erineval juhul: Ny > K ning Ny < K.

7.3. Diferentsiaalvorrandi lahendi kontrollimine

Kuidas kontrollida, kas antud lahend on ikka tegelikult diferentsiaalvorrandi lahendiks?
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