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Sissejuhatus

Matemaatilise fiiiisika vorranditeks nimetatakse iildiselt 2. jérku osatuletistega lineaarseid diferentsi-
aalvorrandeid (DV). Viimasel ajal pakuvad siiski huvi ka mitmed mittelineaarsed vorrandid.

Kordamiseks

Tuletame meelde esimest jarku DVite pohitiiiibid.
1. Eralduvate muutujatega DV.
Eralduvate muutujatega DV on esitatav kujul

V@)= = @) (01)

Selle vorrandi iildlahend on ilmutamata kujul esitatav jargmiselt:

/;(Z?y/) = /f(x)dw +C, (0.2)

kus C' on suvaline konstant. Vorrandi (0.1) lahend, mis rahuldab algtingimust y(z¢) = yo on jargmine:

/yz ;(lz) - /I F(#)dt = 0. 0.3)

Ulesanne 0.1.
y'(z) = 3y*sinz

1

Seue vorrandi lahend y(.’I;) = m
x

2. Esimest jarku lineaarne diferentsiaalvorrand on esitatav kujul:

y'(@) + f@)y(x) = g(x). (0.4)
Vorrandi (0.4) iildlahend avaldub jargmiselt:

y(z) = e~ J f@dz {C—k /g(x)eff(w)dwdx} (0.5)

Algtingimust y(z¢) = yo rahuldava vorrandi lahendi voime anda kujul

z x t
y=e Ly 1o [yo + / g(t)efﬁo f(s)dsdt} . (0.6)
xT

0

Ulesanne 0.2. )
(@) + 5ule) = a°.

3. Eksaktne vorrand on selline DV, mille saab esitada kujul

f(z,y)dx + g(z, y)dy = 0, (0.7)
0 0
kui on rahuldatud tingimus f(af; y) = 9(82 y) Sellise vorrandi tildlahend on antud ilmutamata kujul

y z
/ oz, 5)ds + / F(t,yo)dt = C. 0.8)

Siin xg ja yo on mingid fikseeritud konstandid ja C - suvaline konstant. Algtingimust y(z¢) = yo rahuldava
lahendi saame vordusest (0.8) kui C' = 0.



1. Teist jarku diferentsiaalvorrandid

1.1. Teist jarku konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrand
1.1.1. Homogeenne vorrand

Vaatleme alguses ihe muutujaga teist jarku konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandit:

d2y dy — ’
aﬁ—&—b%—kcy:ay + by +cy=0, (1.1)
kus a,b,c on konstandid. Viimast vorrandit nimetatakse homogeenseks lineaarseks diferentsi-

aalvorrandiks (HLDV). Selle vorrandi karakteristlikuks vorrandiks nimetatakse vorrandit
al? + b\ +c=0. (1.2)

Soltuvalt karakteristliku vorrandi lahenditest eristatakse kolme juhtu.
1. Karakteristliku vorrandi diskiriminant on positiivne D = b? — 4ac > 0. Karakteristliku vorrandi
lahendid on positiivsed ja erinevad:

2 2a ’
Vérrandil (1.1) on siis jirgmised erilahendid: y;(z) = e’ ja yo(x) = €27, iildlahend avaldub kujul
Yy = Cleklx + CQEAQZE, (13)

kus (', Cy on suvalised konstandid.

b
2. D = b? = 4ac. Karakteristliku vorrandi lahendid A2 = o Uldlahend avaldub kujul
a

y = C1e™ + Cyze?, (1.4)

kus C4, Cy - suvalised konstandid.
3. D = b? — 4ac < 0. Karakteristiliku vorrandi lahendid on kompleksarvud, mille voime esitada kujul

A =a+1i83, A\a = a—if, kus
b Vdac — b2
o= ——, ﬁ = .
2a 2a

Vorrandi (1.1) iildlahendi voib esitada siis kujul:

(1.5)

Y= e‘“(Cgewm + C’4e_w”3).

Fiitisikas pakub suuremat huvi vorrandi (1.4) reaalarvuline lahend. Erilahendid on y(z) = e** cos(Bx)
ja ya(z) = e**sin(fx). Reaalarvuline iildlahend avaldub erilahendite kaudu jargmiselt

y = e**(Cy cos(fzx) + Cysin(fx)). (1.6)

Lahendi (1.6) voime esitada ka kas siinuste voi koosinuste abil:

y = e**Cy cos(fx + Cy), (1.7)
y = e**Cs sin(Bx + Cpg), (1.8)
kus konstandid C4, ..., Cgs maidratakse algtingimustest.

Vérrand (1.1) kirjeldab fiiiisikas vabavonkumisi. Juhul, kui b = 0, siis on tegemist mittesumbuvate
vabavonkumistega, vastasel juhul sumbuvate vonkumistega.

Ulesanne 1.1 Lahendada vorrand y” (z) — 4y/(z) — 5y(z) = 0 lisatingimustel y(0) = 0, /(1) = 2.
Lahendus. Antud diferentsiaalvorrandi karakteristlik vorrand on

AN —4X—5=0,

selle diskriminant D = 4% — (=5) -4 = 36 > 0. Seega on karakteristliku vorrandi lahendid \; = —1,
Ao = 5 ja diferentsiaalvorrandi iildlahend

y(x) = Cre™™ + Coe™



Konstantide C7, Co méadramiseks kasutame algtingimusi.
y(0) = C1e® + Che® = C1 + Cy = 0, seega Ci = —0C,.
Kasutame niiiid saadud seost teise tingimuse jaoks.

Y (z) = —Cre " 4 5Ce”* = Cy(e™" + 5e7)
y(1)=Cae™ +¢°) =2

2
Cy =

s S 0.0134

Antud tilesande 16pplahend on seega

y(z) = 0,0134(e>* — %)
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Joonis 1: Joonis 1. Funktsiooni y(z) = 0,0134(e’® — e~ %) graafik iilesandest 1.1.

Ulesanne 1.2. Lahendada diferentsiaalvorrand 22" (t) + 9z(t) = 0 lisatingimustel 2:(0) = 2, 2/(0) = 1.

Lahendus. Antud diferentsiaalvorrandi karakteristlik vorrand on 2A2 +9 = 0. Selle diskriminant on
D=-4-2.-9=-72<0. Seega on meil tegemist juhtumiga 3 ning vorrandi iildlahendiks on

2(t) = Cysin (j’;) + Ch cos (j’;)

Leiame konstandid.

2.

’JJ(O):C1'O+CQ'1:2, = Cy

2 (t) = %01 cos <3’;> ~ %02 i (j;)

:C/(O) = iC’l =1, = (1 = £

3
o) = Psin (3) 1208 ()

Antud iilesanne kirjeldab fiitisikas mittesumbuvaid vabavonkumisi. Nagu jooniselt 2 on ndha, on selle
funktsiooni graafikuks perioodiline funktsioon. Vonkumiste puhul leitakse sellise tilesande lahend kujul

2(t) = Asin (jg

[\

Antud tlesande lahend

+ B), kus A on vonkumise amplituud ja B - algfaas. Maarake need ise.



[N

2 t t
Joonis 2: Joonis 1. Funktsiooni z(t) = [ sin (3) + 2 cos (3) graafik iilesandest 1.2.
3 V2 V2

1.1.2. Mittehomogeenne vorrand

Teist jarku konstantsete kordajatega mittehomogeenseks lineaarseks diferentsiaalvérrandiks (MHLDV)
nimetatakse vorrandit

ay” (z) + by’ (x) + cy(z) = f(x), (1.9)
Vérrandi (1.9) tildlahend on esitatav sellele vorrandile vastava homogeense vorrandi lahendi yy, ja vorrandi
(1.9) mingi erilahendi y. summana:
Y =Yn + Ye-
Vastavalt homogeense DV karakteristliku vorrandi lahenditele voib erilahendi leidmiseks kasutada
jargmisi valemeid.

1. % — 4ac > 0.
1 ® Mo (z— _
e = ————— t) |2t — M=t | g 1.10
y Q(AQ_M/IOM[ (1.10)
2. b =4ac. ) .
Ye = fe)‘””/ f(t)(x —t)e Mat. (1.11)
a 20
3. b2 — dac < 0.
1 T
Ye = —eam/ f(t)e_o‘t sin(B(xz — t))dt, (1.12)
a‘ﬁ xo

kus zy on mingi konstant.

Uldjuhul v6ib erilahendis sisalduva integraali leidmine olla keerukas ning sel juhul voib erilahendi leida
mingitest fiilisikalistest kaalutlustest lihtudes. Uheks selliseks néiteks, mil see on voimalik, on juhtum,
kui b2 — 4ac < 0 ja f(x) on mingi perioodiline funktsioon:

f(x) = Fycos(wz), (1.13)
kus Fp ja w on mingid konstandid. Sellisel juhul on teada, et erilahendi saame esitada kujul
Ye = C cos(wz + Cy), (1.14)

kus C1, Cy on leitavad vorrandist (1.9). Leides y, tuletised ning asendades y. ja tema tuletised vorrandisse
(1.9), saame:

E
C, = 0 7 (1.15)
V(e — aw)? + b2w?
b
tanC'Q = m, (116)

Ulalkirjeldatud juhtum on fiiiisikast tuntud sundvonkumiste korral, kus sundiv joud on perioodiline joud
amplituudiga Fy ja omasagedusega w.



1.1.3. Vedru vabavonkumine.

Vaatame vedru jaikusega k, mille otsa on riputatud mass m. Eeldame, et esialgne hélve tasakaaluasendist
x on vaike ning valist joudu ei moju. Siis voib kirjutada F' = —kz. Teisalt F' = ma = ma. Seega saame
vorrandi

mi(t) + kx(t) =0,

Tihistades w? := k/m, voime kirjutada
i(t) + wiz(t) = 0. (1.17)
Viimase vorrandi iildlahendiks on z(t) = C} cos(wt + Cs).

1.1.4. Sumbuvad elektrilised vonkumised.

1.1.5. Elektrilised sundvonkumised.



1.2. Osatuletistega diferentsiaalvorrandid. Klassifitseerimine.

Tavaliselt peetakse matemaatilise flilisika vorrandite all silmas 2.jarku osatulestitega diferentsiaal-
vorrandeid, mida voib esitada kujul:

- 0%u "L u
L = i bli = s ]..].8
“ Z ¢ » Ox; 0k + Z ox; Feu=7f (1.18)
i,k=1 i=1
0%u 0%u

k ik — Qj ge e n;bi:bi s Lp )y = geeUp ). Kuivord TirL — = ;
us a;p = Gig(T1,...2n) (X1, xn), u = u(zy,...uy). Kuivord wug,q, 00,05, — 9w,
siis jarelikult ka a;; = ag;. Kul f = 0, on tegemist homogeense DViga, vastasel juhul mitteho-

mogeense DVdiga. Fiiiisikas liks tavalisemaid juhtumeid (n&iteks hiiddromehaanikas, kvantmehaanikas,
elektrodiinaamikas ja mujal) on see, kus soltumatuteks muutujateks on aeg ¢ ja ristkoordinaadid z,y, z
voi sfadrilised koordinaadid r, ¢, ¥ (voi ka silindrilised koordinaadid). Tegemist voib olla veel tegemist
diferentsiaalvorrandite (1.18) siisteemiga otsitavate funktsioonide u, v, w, ... jaoks.

DVit (1.18) voime vaadelda kui diferentsiaaloperaatorit

. n 92 n 9
L= Dt 2 by e

ik=1

rakendatuna funktsioonile u(z1,...,z,). Vorrandi (1.18) klassifitseerimise aluseks on vastava operaatori

L (vahel tahistatakse ka lihtsalt kui L) omadused.

1.2.1. Osatuletistega diferentsiaalvorrand kahe soltumatu muutuja korral. Muutujate va-
hetus.

Vaatame diferentsiaalvorrandit
11 Ugg + 2012Ugy + G22Uyy + D1Ug + Doy, + cu = f(z,y). (1.19)
Uldine muutujate vahetus. Olgu uued muutujad

§=8(x,y),  n=nlzy), (1.20)

kus &(x,y), n(z,y) on 2 korda pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Et selline teisendus oleks pooratav,
ei tohi selle jakobiaan vorduda nulliga:

D(fﬂ?) & &y

—_— = = 1.21
Uus vorrand on samuti 2.jarku lineaarne diferentsiaalvorrand:
aj1uge + 2&12u5n + G22Uyy + Bl”LLg + Bgun +cu = F(g, 77) (122)

Leiame vorrandis (1.22) esinevad kordajad aqy .. . by. Arvestame, et

o o 9o 9 o kD

oz ordn  0z0¢ Oy Oydn  Oyoe
Jarelikult

Pu _ (0 00N (nou ocou
Ox? OxOn 0x9&) \Oxdn Ox O¢

o\’ 0%u aE\ (n\ 0%u oEN? %u )
(57) 5 +2(5:) (32) g + (52 i = v+ 26mune e

Uyy = 7733“7777 + 28y myune + fi“&&
Ugy = Nallylng + (12€y + Eatly)en + Eayuce

Analoogiliselt



Asendades saadud tulemused vorrandisse (1.22), saame

ailn = aufi + 2a128:&y + a22§§,
aip = all&xn:c + a12(§:c77y + gyn:c) + a22§y"7y7
Az = aum; + 2a127.My + a7,
bi = bi& + b€y + an1bes + 201280y + a2y,
by = bing +bany + a11Mzz + 2012Mzy + A227yy,
FEn) = flzy). (1.23)
Seejuures
o D(&,n) ) ?
2 2 9
a — a11a292 = (@ — 11012 . 1.24
: (@~ anans) (5 (124)

1.2.2. 2.jarku vorrandite klassifikatsioon kahe soltumatu muutuja korral. Vorrandite
teisendamine kanoonilisele kujule.

Suuruse A := a%z — a11a9e mirk el muutu muutujate vahetusel, selle méark on invariant. Suuruse A mérgi
jargi saab liigitatakse 2.jdrku lineaarsed diferentsiaalvorrandid jargmiselt: vorrand on

1) hiiperboolset tiiiipi, kui A > 0,

2) paraboolset tiiiipi, kui A =0,

3) elliptilist tiitipi, kui A < 0.

Sobiva teisendusega saab vorrandi viia nn kanoonilisse kujju.
Hiiperboolselt juhul on kaks voimalust:

1) 1. kanooniline kuju: @11 = @2 = 0, a12 # 0.

2) 2. kanooniline kuju: a2 =0, a;; = —aas # 0.

Paraboolsel juhul a11 = a2 = 0, Ggo # 0.

Ellzptzlzsel juhul C_L12 = 0, C_lll = C_LQQ 7£ 0

Vaatame esmalt hiiperboolset vorrandit. Meil tuleb méérata funktsioon £(x,y) nii, et uutes muutujates
oleks @17 = 0 (vt (1.23). St, tuleb lahendada karakteristlik vorrand

a11€2 + 2a12€,6y + azf) = 0. (1.25)
Antud vorrandi lahendikoveraid nimetetakse karakteristikuteks, mille tous on

dy _ &

. 1.26
e (1.26)
Seetottu saame vorrandi (1.25) esitatada hariliku diferentsiaalvorrandina:
a dy 2—2@ 4y +a22=0 (1.27)
o 12| o 22 =1, .
Siit saame
dy _ant a3y — 11022 (1.28)
dx ai

Hiiperboolsel juhul on kaks soltumatut vorrandit, seega 2 parve soltumatuid karakteristikuid. Difer-
entsiaalvorrandite (1.28) lahendamisel saame seega tildlahendid y = y(x, C1), y = y(z, C2). Integreerim-
iskonstante C1, Co vOimegi késitleda uute muutujatena £ = Cq, n = Cs. Sellisel juhul saame uue vorrandi
1. kanoonilisel kujul. Tehes muutujate vahetuse

a=gE+n), =g+,

saame uue vorrandi 2. kanoonilisel kujul muutujate «, 3 suhtes.



Paraboo.l.sel juhul on a%Q — aj1az2 = 0 ja seega on diferentsiaalvorrandil (1.28) vaid iiks lahend y =
y(x,C). Uks uus muutuja & = C, teiseks voime votta 7 = x voi n = y, kontrollides, et tingimus (1.21)

oleks taidetud.

Elliptilisel juhul \/a%Q — aj1a92 = Liv/ |a%2 — ajiag2|, st lahendid on kompleksed ja iihtlasi teineteise
kaaskompleksid (iihest lahendist saame teise vaid 7 ees mérgi muutmisel. Siis uued kompleksed muutujad

on
§:a(x,y)+zﬁ(x,y), n:a(xay)_zﬂ(xay)
Neis muutujates a1 = a@ge = 0, a12 # 0. Kui valime uuteks muutjateks
1 1
a=alzy) =5E+n), =0y =5E=n)

Neis muutjates on aijo = 0.

Ulesanne 1.3. Viia vorrand
2uzy + 10ugy + 8uyy + duy — 6uy +u =0
kanoonilisele kujule. a on positiivne konstant.
Lahendus. Uurimie, millise juhuga - hiiperboolne, paraboolne, elliptiline - on tegemist.
aty —ajragy = 5% —16 =9 > 0.
Tegemist on seega hiiperboolse diferentsiaalvorrandiga. Karakteristlik vorrand

dy 5+V9 5+3 PEEES

— da.
dz 2 2 y=

Integreerime viimaseid vorrandeid, saame kaks lahendit:
y =4z +Cy =4z + ¢, y=x+Co=a+n.

Uued muutujad seega £ =y —4x, n =1y — x.
Uue diferentsiaalvorrandi kordajate leidmiseks tuleb meil jargmised tuletised: &, =

Ny ==L My =1, Nox = Moy = NMyy = ow = Eay = §yy = 0.
Pannes saadud tulemused (1.23), leiame:

a11 = age =0, ai1o = —25, by = —26, by = —11.
Seega on iilesandes antud vorrandi kanooniline kuju jargmine:

—25ugy — 26ug — 11u, +u = 0.

Ulesanne 1.4. Viia vorrand
20Uz — 62Uy + 42Uy, + 4z, = sin(x)
kanoonilisele kujule.

1.2.3. n-muutuja vorrandite klassifitseerimine.

Vt. [1]

9 _
or

_47 gy = 17



2. Matemaatilise fuusika ulesanne

2.1. Matemaatilise fiiusika uilesande seade

Konkreetsete fiitisika nahtuste kirjeldamisel tuleb vaadata peale vorrandi piistitamise, vorrandis olevate
kordajate valiku veel lisatingimusi, mis kajastavad selle konkreetse fiiiisikandhtuse spetsiifikat. Vastava
vorrandi lahend neil lisatingimustel kajastab slisteemi konkreetset kaitumist.

Tavalise teist jarku DVi korral oli vaja kahte lisatingimust, mille abil sai maarata konstantide vaartused.
Sel moel oli lahend iiheselt madratud. Osatuletistega DV-i korral ei tule sisse sellised konstandid nagu
eelneval juhul, rida suvalisi funktsioone. Néiteks 2. jarku osatuletistega DV-i korral tuleb sisse tuua kaks
suvalist funktsiooni.

Voi esimest jarku osatuletistega DV-s

ou(z,y)
ox 0

iildlahendiks on u = f(y), siin on f(y) suvaline funktsioon, mis ei pea isegi olema diferentseeruv argumendi
y jargi.

Siit kaks olulist jareldust:

1. Osatuletistega DVi iildlahendi leidmine on reeglina raske vGi voimatu.

2. Kui me selle iildlahendi leiaksimegi, siis sobiva erilahendi leidmine, sellise, mis vastaks konkreetsetele
lisatingimustele, voib osutuda raskeks voi isegi voimatuks.

Seetottu ei paku praktiliste iilesannete korral osatuletistega DVde lahendamine (iildlahendi leidmine)
fltisika seisukohalt praktilist huvi.

Matemaatilise fiilisika pohiiilesanne - leida vaadeldava osatuletistega DVi teatud erilahen-
did, mis rahuldavad iilesande fiiiisikalisest sisust tulenevaid lisatingimusi. Fiiiisikaprobleemide
uurimisel ja lahendamisel on tegemist nn alg- ja daretingimustega. Aéiretingimusi nimetatakse ka ra-
jatingimusteks.

Algtingimusi tuleb kasutada hiiperboolsete, paraboolsete ja iildise Schrédingeri vorrandi korral.
Hiiperboolset tiilipi vorrandi korral on vaja kahte algtingimust, paraboolsete vorrandite korral tihte
lisatingimust. Uldiselt, algtingimusi on vaja siis, kui on olemas ajast soltuvus. Naiteks Laplace’i vorrand
on elliptiline, ajast soltuvust sees ei ole, seega ka algtingimust pole erilahendi leidmiseks vaja.
Hiiperboolset tiiiipi vorrandite korral on algtingimused:

1.luiks - u(0, 2,9, 2) :=u(0, M) = p(z,y, 2),
2.liiki : ut(0,2,y, 2) := ue (0, M) = ¢(z,y, 2). (2.1)

Hiiperboolset tiilipi vorrandiks on néiteks keele vonkumise vorrand. Algtingimusteks on siin hélve
tasakaaluasendist alghetkel w(0, M) = wug(M) (1. liiki) ja hdlbe muutumise kiirus u;(0, M) = (M)
(2.liiki).

Paraboolset tiiilipi vorrandite korral kasutatakse tavaliselt 1. liiki algtingimust. Nt soojusjuhtivusvorrandi
puhul on tsna loomulik, et 2. liiki algtingimust ei ldhe vaja. Algtingimuseks on siis see, et temperatuur
T(t, M) on alghetkel igas ruumipunktis antud, st on teada T'(0, M) = To(M).

Nendest tingimustest ei piisa, et tilesannet lahendada. Laheb vaja veel dére- ehk rajatingimusi. Need
fikseerivad vaadeldava fiiiisikalise suuruse véirtuse 16pliku ulatusega piirkonna rajal ¥. Uhe-, kahe- ja
kolmemootmelise iilesande korral on rajaks vastavalt 2 punkti, joon voi pind. Naiteks vardas leviva
elastsuslaine korral tuleb ette anda hilbe vaartus radadel erinevatel ajahetkedel, u(t, M)|x.
Aéiretingimusi on kolme liiki.

1. liik. Vaadeldava fltsikalise suuruse voi otsitava funktsiooni vaartus on teada rajal >:

u(t, M)|s = p(t, P), kusP € X.. (2.2)

Naiteks temperatuurijuhtivuse vorrandi/tilesande korral kolmemdootmelises keras on teada temperatuur
igal ajamomendil kera vélispinnal.

2. liikk. Kui suur on vélispinnal antud punktis pinnaga risti olevas suunas funktsiooni muutumise ruumiline
kiirus (gradient):

- grad u(t, M)|x = % =v(t, P), Pel. (2.3)

Fiiiisikaliselt tdhendab see, et me teame selle suuruse voogu labi pinna (tdpsemalt, voo tihedust). Niiteks
soojusjuhtivusiilesande korral - soojusvoo tihedus labi vélispinna.

10



3. liik. See on esimest ja teist liiki ddretingimuste kombinatsioon.
i - grad u(t, M)|s +yu(t, M)s = B(t, P), Pey, v # 0. (2.4)

Siin v - fiiisikaline konstant, mis s6ltub fiiiisikalistest tingimustest (néiteks soojusjuhtivusteguri kombi-
natsioon teiste konstantidega).
Koik kolm liiki saab votta kokku jargmiselt:

(M7 - grad u+ you)|s = B(t, P), PeX, 712 +'y§ #0.

Moned naited.
Vaatame 1. liiki rajatingimust ithemootmelisel juhul. Lopliku varda voi keele pikivonkumine. Olgu varda
pikkus 1, siis 0 < x < [. Rajatingimus:

u(t, 1) = pa(t),
u(t,0) = pa(t).

Kui p = 0, siis on otspunkt paigal. Kui néiteks u = sin(kt), siis vongub otspunkt pikisuunas perioodiliselt
ringsagedusega k.
2. liiki rajatingimus oleks samal juhul. Varda pikivonkumiste korral on 7 paralleelne vonkumiste sihiga.

ug (t,1) = 1 (t),
Uy (£,0) = va(t).

Pikivonkumistel vedru ristloikele mojuv pingejoud T'(t,x) = k(z)S(z)us (¢, z), kus k - Youngi moodul,
S(z) - varda ristloike pindala. Seega u, on otseselt seotud pingejouga. Kui v = 0, siis see tdhendab, et
otspunkt on téiesti vaba, talle ei moju mingit vélist joudu. Kui v # 0, siis toimub otspunktis vonkumine
vélise jou mojul, st piki varrast peab méjuma véline joud F(t):

p - aine lineaarne tihedus otspunktis, k - Youngi (elastsus)moodul otspunktis.

Meeldetuletus. NT Maa gravitatsioonivélja potentsiaal on ¢(r) = —G%ﬁ. Gravitatsioonijoud ihikmassi
kohta: F' = grad ¢. :

3. liiki rajatingimuse korral on fikseeritud varda otsas olev joud, kuid see joud ei maara taielikult varda
otsa kiitumist - varda ots on osaliselt vaba. St varda otspunktis x = [ mojub elastne joud liikuva
rakenduspunktiga x = r(¢t) (ka varda otspunkt ju vongub/liigub): F(t) = a[r(t) — u(t, )], kus a on
elastse jou vordetegur - vedru jaikus. Seega rajatingimus:

a ar(t)
< (t,1 t, 1) = B(t), = —— t) = ——~
Siin tuleb silmas pidada, et positiivne valisjoud tekitab negatiivse deformatsiooni, st p(t) = —T'(¢,0).

Soojusjuhtivuse vorrandi korral on 1. liiki rajatingimus raja pinnal etteantud temperatuur. Viimane
voib lihtsaimal juhul olla konstantne, keerulisematel soltuda ajast. 2. liiki rajatingimuseks on ettean-
tud soojusvoog labi rajapinna. Uldiselt voib kirjutada nii: soojusvoog Q(t, P) (pinnatihikut ajaiihikus
labinud soojushulk) 1abi raja: Q(t, P) = —k(P)7i - grad u(t, M)|x (positiivne soojusvoog on vilja ldinud
soojusvoog). Soojusvoog labi raja antakse ette Newtoni soojusvahetusseadusega:

Q(ﬁ,P) = h(u(t,P) - @(t,P)),

kus O(¢, P) on viliskeskkonna temperatuur keskkonna rajal ja h - soojusvahetuskoefitsent.

2.2. Matemaatilise fiilisika iilesannete tiilibid ja iilesande seade korrektsus.

Alg- ja ddretingimuste klassifitseeritakse matemaatilise fiitisika iilesanded veel jargmiselt;
1. Segaiilesanded.
2. Rajatlesanded.
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3. Sisetilesanded.

4. Valisiilesanded.

Segaiilesanded.

On olemas nii alg- kui ka daretingimused. Segaiilesanne esineb hiiperboolsete ja paraboolsete vorrandite
korral, kui uuritav protsess toimib 16plikus ruumipiirkonnas. Hiiperboolsete vorrandite korral antakse 2
alg- ja 1 daretingimus. Paraboolsete vorrandite korral 1 alg- ja 1 daretingimus. Kontranaide - lopmatu
keele vonkumise tilesande korral ei saa me ette anda déretingimust.

Rajaiilesanded.

Ette antakse vaid rajatingimused. Need on elliptilist tiitipi vorrandid, kus otsitav funktsioon ei soltu
teatavasti ajast. Elliptilise vorrandi vois iildkujul panna kirja jargmiselt:

div [k(M)grad uw(M)] — g(M)u(M) = F(M) (2.5)

rajatingimus
(117 - grad u(M) + you(M))|s = B(P).

Kui rajatingimus on esimest liiki, st 73 = 0, siis nimetatakse rajaiilesannet ka Dirichlet’ iilesandeks. 2.
liiki rajatilesannet (y2 = 0) nimetatakse Neumanni iilesandeks. 3. liiki rajaiilesannet ei taha keegi omaks
nimetada.

Soltuvalt piirkonnast € ja selle rajast 3, saab tllesande liigitada veel sise- ja valisiilesanneteks. Juhul,
kui ¥ asub véljaspool ’t, siis nimetatakse lilesannet siselilesandeks. Kui piirkond ) timbritseb rada
3, nimetatakse tlilesannet vélisiilesandeks. Viimasel juhul peab olema veel lisainfot selle kohta, kuidas
uuritav flitisikaline suurus lopmatuses kaitub.

Néiteks uurides pinnlalt kiirguvat ainet voi kiirgust (soojsukiirgust), siis peab see olema 16pmatuses null
voi lopliku vaartusega.

Hiiperboolse ja paraboolse vorrandi korral esineb Cauchy algvaartusiilesanne, mille lahend
maédratakse algtingimustega. Rangelt vottes saab Cauchy tilesannet vaadelda vaid tokestamat piirkon-
dades. Rajatingimuse asemel peab ette andma sel juhul fiitisikalise suuruse kditumise lopmatuses (kuid
mitte alati). Need on niiteks l1opmatu pikkusega keele vénkumine, soojuse levimine tokestamata ruumis,
lopmatu ulatusega plaadi vonkumine. Praktilist huvi pakub Cauchy iilesanne ka juhul, kui lahendeid uu-
ritakse rajast piisavalt kaugel ning lithikese ajavahemiku jooksul, mil rada ei joua moju avaldama hakata
(signaal ei joua levida rajani, rajani levinud soojushulk on tithiselt véike jne).

Tihti on ka vastupidi - uurides siisteemi kaitumist alghetkest tunduvalt hiljem, on algtingimuste moju
tugevalt norgenenud ning segaiilesannete lahendid on méératud ainult dretingimustega. Sel juhul vaadel-
dakse segaiilesande asemel algtingimusteta iilesannet.

2.3. Ulesande seade korrektsus.

Et iga matemaatilise fiitisika iilesanne modelleerib mingit reaalselt fiiiisikalist protsessi, siis peab tilesande
seade ehk piistitus tagama jargmised asjaolud:

1. lahendi olemasolu,

2. lahendi tihesus,

3. lahendi stabiilsuse, st lahend peab soltuma iilesande lahteandmetest pidevalt. Lahend peab olema
selline, et kui alg- ja déretingimused muutuvad vaid veidi, siis muutub ka lahend vithe. Ulesanded, mis
taidavad iilalnimetatud tingimusi, nimetatakse korrektseteks iilesanneteks.

2.4. Ulesande redutseerimine lihtsamatele iilesannetele.
Vaatame koige iildisemat segatilesannet matemaatilise fiitisika vorrandile:
Lu(t, M) = F(t, M), (2.6)
kus operaator L kirjeldab ellipsoideid, paraboolset ja hiiperboolset tiiiipi vorrandeid. Olgu algtingimused
w(0,M) = (M), uy(0, M) = $(M).

Tegemist on iildise rajatingimusega

(mt - grad u) + you)|s = B(t, P), PeX.
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Ulesande lihtsustamiseks. 1) tuleb leida vorrandi (2.6) erilahend ilma alg- ja A#retingimusi rahuldamata.
Oletame, et me oleme w(t, M), mis rahuldab mittehomogeenset vorrandit

Lw(t, M) = F(t, M).

Niiiid otsime lahendit u summana u(t, M) = w(t, M) + v(t, M), kus v(t, M) rahuldab vastavat ho-
mogeenset vorrandit Lv = 0 ning lisatingimusi:
U(OvM):SD*(M)a Ut(OvM):¢*(M)’
(117t - grad v) + yau)ls = B*(t, P),

kus

@ (M) = (M) —w(0, M),
6" (M) = 6 — w(0, M),
B*(t, M) = f(t, M) — (171 - grad w) + v2u)|z = S(t, P)
Ka viimast iilesannet saab edasi redutseerida. Otsime funktsiooni v(t, M) kahe funktsiooni summana:
v = w1 + v, kus molemad funktsioonid peavad rahuldama homogeenset diferentsiaalvorrandit nagu
rahuldas ka funktsioon v. Ja otsime selliseid funktsioone, et {iks neist rahuldaks mittehomogeenseid
algtingimusi ning homogeenseid aéretingimusi, teine vastupidi:
v1(0, M) = ¢* (M),
Ul,t(ov M) - ¢(M)7
(7t - grad v1) + Yov1)|s =0

’UQ(O,M) = 0,
Ug,t(O,M) =0,
(7 - grad v2) + y2v2)|s = B*(t, P).

3. Diferentsiaaloperaatorit omavaartus ja omafunktsioon.

3.1. Muutujate eraldamine segaiilesandes ja omavaartusiilesandes.

Vaatame DVit iildkujul
ajug — Au~+ byug + ¢(M)u = F(t, M), (3.1)

kus a1, b, on konstandid. Tavalisel lainevorrandil a; = 1, by = 0, ¢ = 0. (I"Jldjuhul peaksime késitlema
pisut iildisemat vorrandit:

p(M)(arus + byuy) — div (k(M)grad u) + ¢(M)u = F(t, M).

Allpool jargnev kasitlus on sama ka tildisema vorrandi korral.)

Meid huvitav selle DVi lahend juhul, kui 0 > ¢t < oo ja a3 > 0. Eelmise alapunkti lopus nagime,
et mittehomogeense vorrandi lahendamise voib redutseerida lihtsamatele juhtumitele. Oletame, et me
olemegi selle redutseerimisprotseduuri 1abi viinud. Vaatame niitid homogeenset DVt:

ajuy — Au + byug + q(M)u = 0, a, > 0. (3.2)
algtingimustega
u(0, M) = ¢(M),
3.3
L an 5an 33

Meeldetuletus - naiteks hiiperboolset tiilipi vorrandite korral on vaja kahte algtingimust, paraboolset
tiilipi vorrandite korral vaid iihte. Lihtsuse mottes vaatame homogeenset daretingimust:

(7 - grad u + yau)|s = 0. (3.4)
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Muutujate eraldamine tdhendab koigepealt vorrandi (3.2) mittetriviaalsete (samaselt nullist erinevate)
erilahendite leidmises, selliste, mis rahuldavad déaretingimust (3.4) ning avaldub korrutisena:

u(t, M) = T(t) - V(M). (3.5)

St, T'(t) on ainult ajast ning V(M) ainult ruumikoordinaatidest soltuvad funktsioonid.
Muutujate eraldamiseks asendame vorduse (3.5) vorrandisse (3.2). Votame tuletised ning siis jagame
saadud tulemuse labi V - T-ga, viime T-ga liikmed iihele poole, V-ga teisele poole, kokkuvottes saame

atht + bth AV — gV o

A
T v

Uhel pool vordusmarki oli vaid aja, teisel ruumifunktsioon. Kuivord muutujad on omavahel soltumatud,
siis selline vordus saab iga ¢, iga x,y, 2z jaoks kehtida vaid juhul, kui molemad pooled on vordsed ning
vorduvad mingi konstandiga A. Seega oleme saanud kaks vorrandit:

a1 Ty (t) + i Ty (t) — AT(t) = 0, (3.6)
AV (M) — (gq(M)+ NV (M) = 0. (3.7)

Vérrand (3.6) on teist jarku konstantsete kordajatega homogeenne lineaarne diferentsiaalvorrand (vt
sissejuhatust). Vorrand (3.7) on eraldamata muutujatega, st osatuletistega DV. Edasiseks muutujate
eraldamiseks peaksime niilid vaatama konkreetset daretingimust:

(M7 -grad V +yV)|s =0. (3.8)

Seega loppvastuse saamiseks on meil iilesanne - lahendada vorrandid (3.6), (3.7) koos déretingimusega
(3.8). See iilesanne (3.7)-(3.8 omab mittetriviaalseid lahendeid iiksnes parameetri A kindlatel vaartustel.
Neid \ véirtusi nimetatakse operaatori L = A — (¢(M) 4+ \) omavéirtusteks. Vastavaid mittetrivi-
aalseid lahendeid nimetatakse operaatori L omafunktsioonideks kaaluga p(M).
Omavaiartusiilesanne seisneb operaatori L koigi omavéartuste ja neile vastavate omafunktsioonide
leidmises, see iilesanne on méaaratud operaatori L ja lineaarse homogeense ddretingimusega (3.8), st
vorrandi

LV =\V

lahendamises, siin A on operaatori L omaviirtus ning V omafunktsioon. Funktsioonile V' on esitatud
jargmised tingimused:

1) see peab olema vihemalt kaks korda diferentseeruv piirkonnas 2, milles otsitakse vorrandi lahendit,
st nii funktsioon kui ka tema esimest jark tuletised peavad olema koigis punktides 16pliku suurusega ja
pidevad;

2) rajal ¥ piisab, kui funktsioonid V' on iihe korra diferentseeruvad.

Koigi selliste funktsioonide hulka nimetatakse operaatori L mééramispiironnaks.

3.2. Operaatori omavaartuste ja omafunktsioonide omadusi.

Vaatame konkreetset operaatorit R
L=A-q(M)

1. Operaatori L jaoks daretingimusel (3.8) leidub 16pmatu, kuid loenduv hulk omavairtusi A, (n =
1,2,3,...), kusjuures igale omavéartusele vastab 16plik arv r, lineaarselt soltumatuid omafunktsioone.
(Uht OF-i ei saa avaldada lineaarkombinatsioonina teistest OF-dest). Kui mingi 7, = 1, siis deldakse, et
vastav omavaartus on kidumata, vastasel juhul Geldakse, et tegemist on r,, korda kidunud omavaartus.
2. Erinevatele omavaartustele vastavad omafunktsioonid on omavahel ortogonaalsed. Olgu meil naiteks
kaks erinevat omavaartust A, ja A,, millele vastavad omafunktsioonid V,,, V,,. Omafunktsioonide ortog-
onaalsus:

(Vi Vi) == /2 Vi (M)V,, (M)dQM) = 0, (3.9)

kus € - ruumipiirkond, d2 - ruumalaelement. Avaldist (V;,,V,,) nimetatakse skalaarkorrutiseks funkt-
sioonide ruumis (funktsiooniruumis). (Pisut tildisemal juhul ré&gitakse, et omafunktsioonid (OF edaspidi)
Vin, Vi on ortogonaalsed kaaluga p(M):

(Vi V) = VispVi) == [ oMV (MOV,(M)AAM) =,
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3. Kui omaviirtusele (OV edaspidi) Ay vastavad OF-d on Vi, Vi, , ..., Vi, , siis nende OF-de mistahes
lineaarkombinatsioon ,
k
D eV
i=1

on ka sellele OV-ele vastav OF. Alati saab nendest OF-dest moodustada uued, 7y, lineaarselt séltumatut
lineaarkombinatsiooni, selliselt, et see uus OF-de hulk oleks samuti omavahel ortogonaalne. Uldjuhul
vvoime koiki lineaarselt soltumatuid OFe lugeda ortogonaalseteks.

4. Vaadeldud operaatori L korral on koik omaviirtused A, reaalsed: A\, € R.

5. Kui ¢(M) > 0 koikjal M € Q ja konstandid 1,72 > 0 ning 1 + 72 > 0, siis koik omavéértused on
mittenegatiivsed, VA, > 0.

6. Selleks, et A = 0 oleks omav&artus, on tarvilik ja piisav, et ¢(M) =0 ja v2 = 0.

7. Vaadeldava operaatori korral voib koiki omafunktsioone lugeda reaalseteks.

8. Kui omafunktsiooni jagada nullist erineva konstandiga, siis saame jéllegi OFi. Omafunktsiooni normiks
nimetatakse suurust /(Vi, Vi) ja seda téhistatakse:

Vil = vV (Vi, Vi), kus (Vk,Vk):/QV,f(M)dQ(M)

Kui ||V]| = 1, siis nimetatakse seda OFi normeeritud OF-ks. Ko&iki omafunktsioone saab normeerida,
kui jagada OF libi tema kaaluga:

v,
Vie > Wy = s [[Wil| =1
Vil

(Omafunktsiooni normiks kaaluga p nimetatakse suurust /(pVs, V) ja ka seda téhistatakse ||Vi]|.)
Edaspidi eeldame iildisust kitsendamata, et koik OFd on ortonormeeritud, st nende norm on 1 ja nad
on omavahel ortogonaalsed. Ortonormeeritud (ON) OFe téhistame edaspidi Vi, kus k - omavéaartuste
numbrid, ¢ - antud k-ndale omavaértusele vastav kindel OF. k=1,2,3,...,i=1,2,...7%.
Ortonormeerituse iildine tingimus:

/ Vk1i1 (M)sziz (M)dQ(M) = 6k1k26i1i2a (310)
Omega

kus d;,4, on Kroneckeri siimbol:

5o — 1, kui a=0b
@70, kui a#b.

9. Iga vihemalt kaks korda diferentseeruv funktsioon f(M), mis rahuldab ddretingimusi (3.8) on aren-
datav tldistatud Fourier ritta ortonormeeritud OFde Vy; jérgi, kusjuures see rida koondub absoluutselt
ja tihtlaselt vaadeldavas piirkonnas €. St

f(M) = ZiAkini(M), (3.11)
k=1 i—1

kus Ag; on konstandid, mille v6ib leida jargmise arvutusreegli jargi:
A = / F(M) Vi (M)dS2. (3.12)
Q

3.3. Sturm-Liouville’i iilesanne.

Sturm-Liouville’i iilesanne on omavéirtusiilesanne ithemootmelisel juhul (1D-juhul): leida funktsioon
V(x), mis 16igul = € [a, b] rahuldab vorrandit

d dv (z)
dx (k(m) dz

) —q(x)V(z) + Ap(x)V =0, (3.13)
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kus ¢(z) > 0 on pidev funktsioon 16igul [a, b], k(z) > 0, pidev, diferentseeruv ning ka tuletis k(z) on pidev
funktsioon vaadeldaval 16igul; p(x) > 0 - pidev funktsioon. Aérepinnaks on antud juhul kaks punkti: a, b.
Adretingimus:

71 Va(a) +72V(a) =0,
kus 71,72,d1,02 > 0 on konstandid, seejuures v; + 2 > 0, §; + d2 > 0. Kui k(z) = 1 ja p(z) = 1, siis
saame eelmises alapunktis kasitletud juhtumi.

Sturm-Liouville’i iilesande omavairtused on kidumata - igale omavéérusele vastab vaid iiks omafunkt-
sioon. Normeerimistingimus on siin jargmine:

b
/ p(2)Vi(2) Vi (z)dz = 6.

Utlesime, et funktsioon k(z) > 0, kuid sageli voib k(x) vorduda nulliga mdningates 16igu punktides
voi tithes voi molemas otspunktis. Sel juhul tekivad moningad komplikatsioonid iilesande lahendamisel.
Selliseid punkte nimetatakse selle vorrandi singulaarseteks punktideks.

Néiteks: Olgu k(a) = 0, siis loomulik &éretingimus nouab, et ;13(11 V(z) peab olema tokestatud. Selline

kitsendav tingimus piirab muidugi ka funktsioone, mis voivad antud iilesande tingimus rahuldada. Kui
iiks radadest on 16pmatu, naiteks b = oo, tuleb ka seal kasutada loomulikku déaretingimust:

/ p(x)VZ(z)dz— > peab olema 16plik.

Vastasel juhul puudub omafunktsioonil norm.

4. Operaatorid. Lineaarsed operaatorid. Hermiitilised operaa-
torid.

4.1. Operaatorid.

Tahistame operaatoreid edaspidi L, A, B, .... Matemaatikas on operaator defineeritud kui eeskiri, mis
méarab kujutise mingist hulgast X hulka Y. Meie vaatleme vaid selliseid operaatoreid, kus hulgad X ja
Y on funktsioonide hulgad, st hulkade elementideks on funktsioonid. St.

f(M)eX, MeR’ M=(xy.z2),9(M)eY.

Eeldame antud peatiikis, et funktsioonid voivad omada nii reaalseid kui ka kompleksarvulisi vaértusi.
Tahistame

Af:g.

-~ d
Niited: 1) Votame hulgast X niiteks elemendi f(x) = x2. Olgu operaatoriks A = o Siis

Af(z) = %(ﬁ) =2x=gi1(z) €Y.
2) B= L,
. d?
f(&) = o (a?) =2 = ga(a)
3) Olgu C = z-.
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4.1.1. Operaatorite omavaartusiilesanne.

Operaatori omavaartusiilesandeks on jargmine: leida vorrandi
Lf=\f, Mel (4.1)

koik lahendid ja operaatori omafunktsioonid. f - omafunktsioonid, A - omavéadrtused. Siin oleme eel-
danud, et omavaartused voivad omada mistahes reaal- voi kompleksarvulisi vaartusi, millest igale voib
vastata mitu omafunktsiooni. Omavéartusiilesandes on hulk X =Y.

~ d
Niide. Olgu funktsioon f(x) diferentseeruv ja loplik vaadeldavad piirkonnas. Olgu A = e

d
%f =Af
f=0eN

4.2. Lineaarne operaator.

Vaatleme edaspidi vaid lineaarseid operaatoreid. Ka eespool kasitletud nédidetes ning osatuletistega difer-
entsiaalvorrandites olid koik operaatorid lineaarsed.

Definitsioon. Lineaarseks operaatoriks nimetatakse operaatorit A, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1) A(f1(M) + f2(M) = Af1(M) + Afa(M).

2) A(af(M)) = aAf(M), kus a - const.

Niiteks operaator Sturm-Liouville’i iilesandes on lineaarne operaator. D’Alembert’i operaator (laineop-
eraator) on lineaarne.

4.3. Hermiitilised operaatorid.
4.3.1. Kaasoperaatorid.

Antud alapunktis eeldame, et nii operaatorid kui ka funktsioonid véivad olla komplekssed. Olgu meil
lineaarne operaator L. Sellele operaatorile vastab nn kaasoperaator L+, mille voime defineerida j jargmise
seosega. Olgu meil kaks komplekset funktsiooni v ja v antud nende maaramlspurkonnas Q. Eeldame ka,
et rajal u,v — 0. Kaasoperaator on siis maaratud jargmiselt:

(v*|Lu) = /Q LudQ = /Q uw(Lv)*dQ, (4.2)

kus v* on funktsiooni v kaaskompleks. (ﬁ* - tahistab komplekselt konjugeeritud operaatorit).
Niide: Olgu u = we®, siis u* = e~ ™*.

Juhul, kui kaasoperaator vordub operaatori endaga, L* = L, nimetatakse operaatorit enesekaasseks
operaatoriks.
A d
Néide: Olgu u(x), v(z) suvalised funktsioonid, mis rajal u,v|z=cc = 0. Olgu L = e
x
o0 . o0 d oo d o0 d
/ v* Ludx = / v*—udr = v ul®, — / u—uv*dr = —/ u* —uvdx
s oo dx oo dx R i
+ A
Seega | — = ——. St see operaator ei ole enese kaasoperaator. Kuid vottes operaatoriks L = i—,
dx dx dx
mille komplekselt konjugeeritud on Lt = o Siis saame
i

>~ id * id > id \*
/ v —udr = —/ u—v*dx:/ u(v) dx
dx oo dx oo \dz
Operaatoreid, mis on iseenda kaasoperaatoriteks (on enesekaassed) nimetatakse hermiitilisteks operaa-

toriteks.
Uurime niitid operaatori L omavéértusi ja omafunktsioone (uurime omavaértusiilesannet):

Lu = \u. (4.3)
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Korrutame seda avaldist u*-ga ja integreerime iile piirkonna €2:
(u*|Lu) = / w* LudQ = / AuFud) = )\/ u|?dS2. (4.4)
Q Q Q

Viimasest avaldisest saame, et operaatori L omaviartus avaldub kujul:

\ Jo w* LudQ
B Jo lul2dQr
Jargnevas néitame, et hermiitilise operaatori omavéaértused on reaalsed. Votame vorrandi (4.3) kaaskom-
pleksse vorrandi: R
(Lu)* = \2u*,

korrutame selle molemaid pooli funktsiooniga u ja integreerime iile piirkonna €2

/u(f/u)*dQ:/u*ﬁudQ:A*/ u|?dS2. (4.5)
Q Q Q

Vorreldes vordusi (4.4) ja (4.5), ndeme, et A = A*. Kuid ainult reaalarv on enda kaaskompleks, seega on
hermiitilise operaatori omavaértused reaalsed.

Hermiitiliste operaatorite omadusi rakendatakse eriti just kvantmehaanikas. Kvantmehaanikas seatakse
igale fiilisikalisele suurusele vastavusse hermiitiline operaator (HO) ja igale omavidrtusele vastav
mootmistulemus. Operaatorite hermiitilisuse tottu on omavéaartused reaalsed ja seega voib neile reaalse
mootmistulemuse ka vastavusse seada.

Hermiitilised operaatorid on lineaarsed operaatorid.

4.3.2. Teoreeme hermiitiliste operaatorite omafunktsioonide kohta.

Teoreem 1. Erinevatele omavaartustele vastavad hermiitilise operaatori on ortogonaalsed.
Eeldus: 1) L = L+,

2) A # X,

3) )\1 — U1, )\2 — Uu9.

Viide: [, ujuadQ = 0.

Toestus: Kirjutame u; ja us jaoks valja omavaartusvorrandid:

f/ul = /\1u1, (46)
[A/UQ = )\QUQ. (47)

Niiiid korrutame vorrandit (4.6) funktsiooniga ud ja integreerime iile €2, vorrandit (4.7) korrutame funk-
tsiooniga u} ja integreerime. Saame

/ wh(Luy )dQ = A / wiuy dS2, (4.8)
Q Q

/ wl(Lug)dQ = \o / wugdQ. (4.9)
Q Q

Niitid leiame valemist (4.9) kaaskompleksi ja saadud tulemuse lahutame valemist (4.8). Vorduse vasak
pool on siis

/uz(ﬁul)de/(ﬁug)*uldQ:/uz(ﬁul)de/uZﬁuldQ:O
Q Q Q Q

Siin arvestasime operaatori L hermiitilisust: (u*|Lu) = (u|(Lu)*). Seega peab ka vorduse parem pool
tulema null:

()\1 - )\2)/ uluSdQ =0.
Q
Kuivord Ay # Ao, siis fQ urusd) = 0, st omafunktsioonid u; ja us on ortogonaalsed.

Teoreem 2. Hermiitilise operaatori erinevate omavaértustele vastavad omafunktsioonid on lineaarselt
soltumatud.
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Eeldus: 1) L = L+,
2) /\1 — U, /\2 — U2, ...
3) M # Ao
Vaatame siin kogu omavaartuste hulka, ehk omavaértuste spektrit A, Ag, As, .. ..
Véide: Erinevatele omavéértustele vastavad omafunktsiooni on lineaarselt sdltumatud. (St, me vaidame,
et me ei saa avaldada iiht omafunktsiooni u; summana Zzozl ki brug, kus on b, konstandid, mis koik
korraga ei vordu nulliga.)
Toestus. Toestame vastuvaiteliselt, st eeldame, et leiduvad sellised konstandid a1, as, as, ..., et kehtiks
jargmine seos:

ajuy + agug + asuz + ... = 0. (410)

Eeldame, et a; # 0. Korrutame niitid vorrandi (4.10) moélemad pooled 1dbi ui-ga ja integreerime iile
piirkonna €.
a, |u1|2dQ+a2/ uQquQ+a3/ uzuidQ+...=0.

Q Q Q
Vastavalt teoreemile 1 on saadud vorduse teine, kolmas jne edasi liikmed vordsed nulliga, esimene aga
nullist suurem. Seega a; = 0, saadud tulemus on vastuolus eeldusega, et a; # 0. Jérelikult on need
funktsioonid lineaarselt soltumatud.
Moned lisamdrkused.
Uldiselt voib iihele operaatori omafunktsioonile vastata mitu erinevat omafunktsiooni (st, omavéartus
voib olla kidunud). Omafunktsioonid ei tarvitse olla omavahel ortogonaalsed, kuid lineaarkombinatsiooni
abil on voimalik koiki lineaarselt soltumatuid omafunktsioone ortogonaliseerida, peale selle voime oma-
funktsioonid 1abi jagada konstandiga, saadud tulemus on taas omafunktsioon. Meeldetuletus: funktsiooni
normiks nimetatakse integraali:

lull = [ fupas:.
Q

Ortonormeeritud omafunktsiooni norm ||u|| = 1. Edaspidi eeldame, et tegemist on ortonormeeritud
omafunktsioonide stisteemiga, st

QU?(M)Uk(M)dQ(M) = ik

Kvantmehaanikas kasutatakse hermiitilise operaatoreid. Nende omafunktsioonide siisteem on taielik, st
mistahes siisteemi olekut kirjeldav lainefunktsioon on arendatav ritta mistahes kvantmehaanilise operaa-
tori taieliku ortonormeeritud omafunktsioonide siisteemi jargi.

Niiteks, kirjeldagu kvantmehaanilise siisteemi olekut lainefunktsioon W, siis see on esitatav reana

\I/:a1u1+a2u2—|—a3U3+...,

kus a; - konstandid.

4.4. 'Tehteid operaatoritega.

A. Operaatorite summa.
C = A+ B, siis R o R R
Cf=(A+B)f=Af+ Bf.
B. Operaatorite korrutamine. Olgu operaatorid A ja B ja funktsioon f € X. Operaatorite korrutis AB
on defineeritud kui L o
(AB)u = A(BY).
Uldjuhul pole operaatorite korrutis kommutatiivne, st AB #* BA.

. A d
Niide. Olgu funktsioon f = 22, A = x- (x-ga korrutamine), B = e Siis
x

(AB)f =z - (%xg) = 222

(BA)f = %(m -x?) = 32°.

Tihistades C = AB, saab niidata, et C* (kaasoperaator) on C* = B* A*,
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Teoreem 1. Kui kahe operaatori korrutis on kommutatiivne, (st nad kommuteeruvad), AB = BA, siis
on nende operaatoritel tihine, téielik omafunktsioonide siisteem ja vastupidi.

Teoreem 2. Kahe hermiitilise operaatori korrutis on hermiitiline ainult siis, kui need operaatorid kom-
muteeruvad.

C. Operaatorite kommutaator.

Kahe operaatori A ja B kommutaatoriks nimetatakse siimbolit C:

C AB - BA.

A, B]

5. Fourier meetod.

Fourier’ muutujate eraldamise meetodi pohiideeks koigepealt homogeensete rajatingimustega iilesande
selliste erilahendite leidmine, millistes muutujad on kas osaliselt voi taielikult eraldunud, ning seejarel
leitud lahendite lineaarkombinatsiooni abil lisatingimuste rahuldamine. Taielikul muutujate eraldamisel
avaldub otsitav erilahend korrutisena, kus koik tegurid on erinevate muutujatega ithe muutuja funkt-
sioonid. Mittetaielikul muutujate eraldamisel voivad osa tegureid olla ka mitme muutuja funktsioonid,
kuid nii, et mistahes muutuja ei esine rohkem kui tihes teguris.

5.1. Homogeenne vorrand homogeensetel aaretingimustel.

Vaatame segaiilesannet kujul

aug + biug — Au+ q(M)u = 0, a; >0 (5.1)
algtingimustega
u(0, M) = (M), u(0,M) = $(M) (5.2)
ja aaretingimustega
(mi7igrad u + you)|s = 0. (5.3)

Tuletame meelde, et hiiperboolse vorrandi korral on vajalikud moélemad algtingimused, paraboolsel juhul
(a1 = 0) on vajalik vaid esimene algtingimus. Elliptilisel juhul pole kumbagi vaja.
Seega otsime vorrandi (5.1) erilahendit

u(t, M) = T(H)V (M),
kus M = M(x,y, z). Funktsiooni v maaramiseks saime omavéirtusiilesande
AV —qV = AV =0 (5.4)
(mimigrad V + 2 V)|s = 0.

Sellel omavéértusiilesandel on olemas mittetriviaalsed (nullist erinevad) lahendid ainult parameetri A
kindlatel vaartustel, nn omavéaartustel.

Olgu A, - kindel omavéirtus, millele vastab omafunktsioon V,,(M). Omavéartusi ja neile vastavad
omafunktsioone voime vaadata selliseid, et omafunktsioonid moodustaksid ortonormeeritud siisteemi, st

(Vi Vi) = /Q Vi (M)Via (M)dQUM) = 61y (5.5)

Uhemootmisel juhul oli integraali mérgi all ka tegur p(z). Vaatame konkreetsele T),-le vastavat lahendit:
alTr/L/(t) + blTr/z(t) + AT = 0. (56)

Seda vorrandit on vaja iiksnes hiiperboolset ja paraboolset tiiiipi vorrandite korral. See vorrand on harilik
2. jarku diferentsiaalvérrand. Hiiperboolsel juhul a; # 0 ja vorrandil (5.6) on kaks lineaarselt soltumatu
erilahendit, olgu need tihistatud kui T}, (t) ja T, (t).

Paraboolsel juhul on vaid iiks lineaarselt soltumatu erilahend,



Seega, iildiselt on vorrandile (5.1) vastav erilahend, mis rahuldab ka &&retingimust (5.3) esitatav kujul
Un (t, M) = (AnT (t) + BpTp) Vi (M), (5.7)

kus A,,, B,, on konstandid. Paraboolsel juhul tuleb B,, lugeda vordseks nulliga.
Algtingimusi (5.2) rahuldavat lahendit w(t, M) otsime erilahendite (5.7) lineaarkombinatsioonina kujul

M) = Zun(t,M). (5.8)

Peame silma, et kuna iga iiksik lahend rahuldab &éretingimust (5.3) ja vorrandit (5.1), siis rahuldab neid
ka lineaarkombinatsioon (5.8). Nuud tuleb néidata, kuidas leida konstandid A — n ja B, selliselt, et ka
algtingimused oleksid rahuldatud. Esimesest algtingimusest saame

u(0,M) = (M) = > (AT (0) + B, T, (0)) Vi (M). (5.9)
Teine algtingimus:
u (0, M) Z AT (0) + B, T/,(0)) Vi (M). (5.10)

Ortogonaliseerimistingimustest l&htudes saame nendest jargmised vorrandid konstantide A, ja B,
médramiseks. Korrutame tingimused (5.9) ja (5.10) 1&bi funktsiooniga V,, (M) ja integreerime ule €2:

AnTn(0) + BnTon0) = o = [ o(M)Vind2(00), (5.11)
Q

AT () + BT (0) = 60 = [ 60DV (M)A, (5.12)
Q

Siin kasutasime funktsioonide V,, ja V,, ortogonaliseerimistingimust. Olgu meil naiteks summa
oo  FuVi (M), kus F, - suvalised konstandid. Korrutame selle 1dbi V,,,(M-ga ja integreerime ule pi-

irkonna €2, saame
> Fn/ Vo (M)Vin (M)dQUM) = >~ Fobpm = Fon.
n=1 Q n=1

Seega oleme konstantide A,, ja B, midramiseks saanud kaks algebralist vorrandit. Leitud lahend
rahuldab algtingimusi (5.2). Seega voime otsitud lahendi kirjutada jargmiselt:

M) = i[AnTn(t) + B Ta ()] Va (M), (5.13)

kus konstandid A,, ja B, méaaratakse vorduste (5.11) ja (5.12) jargi.
Seda rida nimetatakse ulesande (5.1)-(5.3) formaalseks lahendiks. Tihti on see ka klassikaliseks lahendiks.
Enamasti voime vaadata 16plikku rida, sest A,, — 0, B,, — oo, kui n — oo.

5.2. Mittehomogeenne vorrand ja homogeenne rajatingimus.

Vaatame taas vorrandit (5.1) koos lisatingimustega (5.2) ja (5.3), kusjuures vorrandi (5.1) votame nuud
mittehomogeenseks. Selline iilesanne on redutseeritav eelmises punktis kasitletud tilesandeks ja jargmiseks
iillesandeks:

aWy + i Wy — AW + g(M)W = F(T, M), (5.14)
W(0,M)=0,  W,(0,M)=0, (5.15)
(M7 - grad W + v W)|s = 0. (5.16)

Siis u = W + K, kus K rahuldab eelmises punktis piistitatud {ilesannet, W rahuldab vorrandit (5.14).
Ulesande (5.14) lahendit otsime jargmisel kujul:

- iTn(t)Vn(M). (5.17)
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Funktsioonid V;, m&&rame vorrandist (5.3) (homogeensed rajatingimused). Loeme koik need funktsioonid
ortonormeerituks.

Vaatame vorrandit
AV, (M) — g(M)Vp (M) + AV (M) = 0.

Asendame selle summa vorrandisse (5.17):

Z [(ar T/ (t) + b1 T, ()] Vi (M) — T, (£)(AV, — qV)] =

= Z [(alTrlzl(t> + blT’I’lL(t)] VN(M) + )‘nTn] = F(t7 M)
Seega oleme saanud
> [[(alT,’L'(t) + 01T () + AT ()] Vi (M) | = F(t, M).
i=0

Niiiid korrutame molemad pooled 14bi funktsiooniga V;,,(M) ja integreerime iile Q. Kasutades seejérel
omafunktsioonide V,,, V,,, ortonormeerimisomadust, saame T}, mairamiseks jargmise vorrandi:

ar T () + b1 T (£) + AT () = Fin (), (5.18)
kus
F,(t) = / F(t, M)V, (M)dSQ. (5.19)
Q

Vorrand (5.18) on mittehomogeenne teist jérku konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrand, mida
oleme késitlenud sissejuhatuses. Ulesandele (5.18)-(5.19) oleme saanud jérgmised algtingimused:

T,,(0)=0,  T7(0)=0.

5.3. Segaiilesanne mittehomogeensete aaretingimustega.

See tilesanne on koige tildisem iilesanne, mis on redutseeritav eelmistes punktides vaadeldud tilesannetele.
Praegu on lisandunud aéretingimus:

(M7 - grad u + vu)|s = B(t, P), kus Pes. (5.20)

See on eelmisest pohiline (tegelikult ainus) erinevus. Selle iilesande lahendamiseks tuleb esmalt leida su-
valine funktsioon, mis rahuldab &&retingimust (5.20). Ulesannet ennast ei pea see funktsioon rahuldama.
Téhistame selle funktsiooni g(t, M).

Toome sisse uue otsitava funktsiooni x (¢, M):

x(t, M) =u(t, M) — g(t, M).
Selle funktsiooni jaoks on rajatingimus homogeenne:
(M7 - grad x + v2x)|s = 0.
Diferentsiaalvorrandi y jaoks leiame, kui kirjutame algsesse iilesandesse u = x + g, saame
arxet +bixe — Ax +qx = F(t, M), (5.21)

kus

F=TF —(a1g9:t + brigt) + Ag — qg

Algtingimused on siis jargmised:
®
xi(0, M) = ¢(M) = ¢(M) — g:(0, M). (5.22)
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6. Sfaarilised funktsioonid ja ortogonaalsed poliinoomid.

6.1. Muutujate eraldamine Laplace‘i sfaarilise rajapinnaga iilesande korral.

Eelpool vaatasime lihtsamaid tilesandeid, mil uuritavaks piirkonnaks oli naiteks sirge (keel, varras) ja
mille rajapinnaks oli kaks punkti voi tilesannet, mil rajapinnaks oli ristkiilik. Sellistel juhtumitel saame
mutujate eraldamisega minna no jarjest allapoole, naiteks: u(t,z,y) = T(t)V (z,y), V(z,y) = X(2)Y (y)
ja vastavalt tulevad ka omavaartusiilesanded, daretingimused ja algtingimused. Vaatame niiiid l&hemalt,
kuidas toimida ruumiliste muutujate eraldamisel sfadrilise rajapinna korral.

Sfaarilised koordinaadid:

x = rsindcosp,
y= rsindsing
z = rcos ¥

r =22+ 92+ 22, 0 <y <2m, 0<9<m.

Laplace’i operaator avaldub sfaérilistes koordinaatides jargmiselt:

1 . 1
AU(T,&, QO) = ;(T’U,)T-r + m(sln'ﬂ . 'U:ﬂ)ﬂ + m’u@(p (61)
1 02 1 9 /. ou 1 0%
:;W(ru)_kﬂsinﬁaiﬁ(sme.@iﬁ) r2sin2 9 02

Koordinaatide alguspunkti oleme votnud piirkonna rajaks oleva sfaéri tsentrisse. Seega, otsime lahendust
homogeensele vorrandile
Au=0 (6.2)

algtingimusega
71Ur(7”07197%0) +72U(T0,19,g0) = 5(19’@)7 (63)

kus ro on aarepinna raadius.

Kuivord u ei soltu ajast, siis pole ka algtingimusi.

Siin eristatakse kahte liiki tilesandeid:

1) siseiilesanne, kui r < rg, st vaadeldav piirkond asub seespool sfidiri raadiusega ro;

2) vélistilesanne, kui r > r(, vaadeldav piirkond asub véljaspool sfadri raadiusega rq.

Muutujate eraldamisel Laplace’i vorrandis eraldame esmalt radiaalmuutuja r. See tdhendab, et me otsime
erilahendit kujul

W (r,9,9) = R()Y (9, 9). (6.4)
Muutujate eraldamine on analoogiline eelpool vaadeldud juhtumitega. Siin saame kaks uut vorrandit:
1 A
-(rR)"—=R=0 6.5
~(rR) ~ SR =0, (65)
1
ind-Y, —Y, AY =0 6.6
Sinﬁ(sm w)o+ sin?y ¥ + ’ (6:6)

kus A on muutujate eraldamisel saadud konstant.
Edasi tuleb kasutada nn loomulikke &aretingimusi:

Y(0,0)] <oo,  [Y(m,¢) < oo, (6.7)
Y(,¢) =Y, ¢+ 2m). (6.8

St, ddretingimusel (6.7) arvestasime, et Y (¢, 9) on fiilisikaline suurus (mis ei saa absoluutvadrtuselt minna
16pmata suureks). Aéiretingimuse (6.8) juures arvestasime, et punktid ¢ ja ¢+ 27-ga on ruumis tegelikult
iiks ja seesama punkt.

Seega voime iilesande lahendamise jagada jargmisteks etappideks:

I: tuleb

1) Otsida lahendit kujul (6.4),

2) lahendada vorrand (6.5),

3) kasutame loomulikke déretingimusi (6.7)-(6.8) vorrandi (6.6) jaoks,
4) tuleb leida omavéairtused A;
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5) tuleb leida omafunktsioonid Y,.

II. Lubatud omafunktsioonid tuleb panna valemisse (6.5) ja leida selle tildlahendid. Siis saame kiitte ka
lubatud erilahendid (6.3). Algse iilesande (6.2)-(6.3) lahendi leiame moodustades nendest erilahenditest
kaks sobivat (ddretingimust rahuldavat) lineaarkombinatsiooni.

6.1.1. Omavairtusiilesande (6.6)-(6.8) lahendamine.

Nimetatud tlesande lahendamiseks tuleb meil taas kasutada muutujate eraldamist. St, otsime funktsiooni
Y kujul:
Y(d,0) = G(9)2(p).

Selle vorduse asetame vorrandisse (6.6). Siis vottes tuletised ja jagades tulemuse 14bi selle korrutisega,
saame

1 (Gﬂ sinﬂ)g 1 ‘I)Lptp _ a2
sin ¥ G +>\+sin219 d = 0l -sin”9
inﬁw + Asin? 9 = ——q)go, (6.9)

kus A - konstant. Saadud vorduse vasak pool soltub vaid ¥-st, parem pool ¢-st. Saadud vordus peab
kehtima igasuguste ¥ ja ¢ vadrtuste korral. See on voimalik vaid juhul, kui mélemad pooled on vordsed
mingi konstandiga, tahistame selle «-ga. Saame kaks uut vorrandit:

.119<sim9~Gﬁ)ﬁ+ (\--%-)a=o,

sin sin® 9
|G(0)] < o0, |G(IT)| < oo. (6.10)
D, +9P =0,
B(p) = D¢ + 2m). (6.11)

Analiitisime niitid l&hemalt erinevaid voimalusi v valikuks.
1) v = 0. Sel juhul saame vorrandit (6.11) lihtsalt integreerides

(I)(QO) = C1 + (PCQ
Aéiretingimusest saame:
(I)(<p+27r)201+g002+27702 = Cy =0.

Seega ® = Cy = const.
2) v < 0. Siis on vorrandi (6.11) lahendiks

B(p) = CreV™¥ 4 Che V%, (6.12)

Aéiretingimusest:
B(p+2m) = CreV 1% . VI 4 Cpem VTP VIR, (6.13)

Vorduse (6.13) parem pool vordub avaldise (6.12) parema poolega vaid juhul, kui C; = Cy = 0. Tegemist
on triviaalse juhuga.
3) v > 0. Siis

P(p) = Cy cos(y/Ap) + Casin(y/7e). (6.14)

Afiretingimuse kontrolliks vaatame molemat erilahendit eraldi:

®(p) = Cy cos(vA(p + 2m)) = Cy cos(vAp)

juhul, kui /¥ =mn,n=0,1,2,.... Samamoodi

®(p) = Cysin(yA(p +2m)) = Casin(\/p)
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jubhul, kui \/y=n,n=0,1,2,....

Seega oleme saanud omaviirtused 7, = n2. Igale omavéirtusele v, vastab kaks soltumatut oma-
funktsiooni - iiks on siinustega (paaritud funktsioonid), teised koosinustega (paarisfunktsioonid).
Ulalvaadeldud juhtum v = 0 mahub siin kasitletud juhtumite alla.

Omafunktsioonid vo6ib iiles kirjutada (nii on mitmeti mugavam ja kasulikum edaspidi) komplekskujul:

®, = Cre™?, (6.15)
Tn = n2~
Niiiid voime asuda iilesande (6.10) lahendamisele. St, peame leidma omafunktsioonid G ja omavéértused
A. Edaspidi kirjutame v asemele n2. Vérrandi lahendamiseks teeme asenduse

t = cos ¥

Siis oleme saanud vorrandi

n2

1—¢2
kus X, (t) = X,,(cos?) = G, (V). Lisatingimus on see, et funktsioon X (¢) peab olema 16igul ¢ € [—1,1]
16plik suurus. Vorrandit (6.16) koos tokestatuse tingimusega nimetatakse n-jirku Legendre’i vorrandiks
(ka lihtsalt Legendre’i vorrandiks). n-jarku Legendre’i vorrandi lahendid on avaldatavad 0-jarku Legen-
dre’i vorrandi lahendi kaudu:

[(1 =) X5, () + X - X, (t) =0, (6.16)

o d?
dt?

kus Xo(t) on 0-jarku Legendre’i vorrandi lahend. Ulesanne taandub seega 0-jarku Legendre’i vorrandi
lahendamisele:

Xa(t)=(1-1%)%

Xo(t), (6.17)

[(1 =t X()) + AXo(t) =0 (6.18)
koos lisatingimusega, et 16igul ¢t € [—1, 1] peab Xy(t) olema tokestatud. Viimane iilesanne kujutab aga
Sturm-Liuoville’i iilesannet loomulike #iiretingimustega (vt eespoolt), kus k =1 —12,¢=0, p = 1.

6.2. Legendre’i vorrandi omavaartused ja omafunktsioonid.

Vaatame, kuidas lahendada Legendre’i vorrandit (6.18) koos sealjuures oleva lisatingimusega. Otsime
sellele iilesandele lahendit astmereana kujul

t) = i a;t’. (6.19)
=0

Margime, et me oleksime voinud arvestada ka, et ¢ < 0, kuid sel juhul oleks tulnud negatiivsed ¢ astmed,
mis kohal ¢ = 0 annaksid nulliga jagamise ja l1opmatuse.
Asendame vorduse (6.19) vorrandisse (6.18):

Z)\a,t +Zal (i —1)t2 Zaz (i — 1)t ZQazzt =0. ehk (6.20)

Ztiai[i(i +1) =\ = Zti_Qalz’(i —1). (6.21)

Arvestame, et paremas pooles olevas summas on kaks esimest liiget nullid, seega algab summa tegelikult
lilkmest ¢« = 2. Téahistame summeerimisindeksi timber (i — 2)— — i, i — 1 +2, 2 — 0, c0 — o0.
Kokkuvottes oleme saanud

Ztal (i+4+1) Ztal_,_g (i+2)(z+1).

See vordus peab kehtima iga ¢t vadrtuse korral selles 16igus. Astmeread on vordsed vaid siis, kui astmerea
vastavate liikmete ees olevad kordajad on vordsed. Seega

a;[i(i+ 1) — Al

ST A i=0,1,2,.. ., 00 6.22
(i+2)(i+1) ( )

Aj42 =
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Siin ilmneb kaks juhtumit:
1) Kui ag # 0, siis jadvad alles ka as, ayq, ag jne.
2) Kui ag = 0,a; # 0, siis jaavad alles as, a5, ar, . . ..
Esimesel juhul saame Legendre’i vorrandi lahendi, mis on paarisfunktsioon, teisel juhul on lahendiks
paaritu funktsioon.
Mboned jareldused valemist (6.22):
1. Rea kordajad ag, millele vastab paarisfunktsioon; ja a;, millele vastab paaritu funktsioon, on suvalised
rea kordajad.
2. Molemad astmeread koonduvad vahemikus | — 1;1[, kuid hajuvad 16igu [—1;1] otspunktides. Nendes
otspunktides pole loomulik daretingimus jarelikult rahuldatud.
3. Selleks, et rida (6.19) oleks puntkides t = —1 ja t = 1 tokestatud, on tarvilik, et rida katkeks mingil
vaartusel ¢ = [, s.t. et kui ¢ = [, siis a; # 0, kuid aj42,a;44,... = 0.
4. Selleks, et kolmas jéreldus oleks realiseeritav, on vaja, et A =I(l + 1).
Seega antud iilesande omavaartused
A =1(1+1). (6.23)

Neile omavaértustele vastavaid omafunktsioone tédhistame jargmiselt:

XOl(t) = P(ﬁ), XOl(l) =1.

Neid omafunktsioone nimetatakse Legendre’i poliinoomideks. Seega

l
P(t) = a;t". (6.24)

Kordajad ag ja/voi ay valitakse selliselt, et P;(1) = 1. Kordajad a; méédratakse rekurrentsest seosest
(6.22) arvestades, et A on méadratud seosega (6.23).

6.2.1. Legendre’i poliilnoomide omadused.

1. Legendre’i poliinoomid on ortogonaalsed. See jareldub otseselt sellest, et tegemist on Sturm-Liouville’i
illesandega. Viimase puhul on omafunktsioon omavahel ortogonaalsed.

1
/ PL()P,(t)dt =0,  kui Iy #l,. (6.25)
-1

P,(1) = 1. Legendre’i poliilnoomi norm:
1
e T

2. Legendre’i poliinoomid moodustavad téieliku funktsioonide siisteemi, st et koik loigul [—1,1]
tokestatud funktsioonid on avaldatavad Legendre’i poliinoomide lineaarkombinatsiooni kaudu.
Legendre’i esimesed poliinoomid (esimesed 9):

Py(t) = 1

Pi(t) = t

Pot) = 537 1)

Py(t) = %(55’ — 3t)

Py(t) = é(35t4 — 30t + 3)

Ps(t) = é(63t5 — 70t + 15¢)

Ps(t) = %(231756 — 315t* +105t2 — 5)

Pr(t) = %(429757 — 693t° + 315t% — 35t¢)

Py(t) = 518(64351%8 — 12012t° 4+ 6930t* — 1260t> 4 35)
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6.3. Legendre’i kaasfunktsioonid.
Legendre’i kaasfunktsioonid on defineeritud valemiga

dn
dtn

PRt = (1= )3 S Pi(t). (6.26)
Legendre’i kaasfunktsioonid on n-jarku Legendre’i vorrandi lahendiks. Avaldisest (6.26) on néha, et koige
suurem Legendre’i poliinoom on [-jarku, st n-jarku Legendre’i vorrandil on mittetriviaalsed lahendid
olemas vaid siis, kui n <.

Seega on vorrandi (6.16) jaoks omavéirtusiilesanne lahendatud. Ja jarelikult oleme leidnud ka iilesande
(6.10) lahendi:

Gni(0) = P/*(cos ), (6.27)
A =11+ 1); 1=0,1,2,...
T = n?; n <lI.

Legendre’i kaasfunktsioonide omadused:
1. Legendre’i kaasfunktsiooni on omavahel ortogonaalsed:

1
/ Pl (t)Pdt =0, lh # L.
1

! n):
2. PP @) = [ (Pre)2ar = ﬂilm
3. P(1) = (_1)n813iﬂn(t)’ nl < 1.

6.4. Sfaarilised funktsioonid ja nende omadused.

Sféérilised funktsioonid Y, (¥, ) on defineeritud kui iilesande (6.6)-(6.8) tokestatud lahendid, mis on
perioodilised ¢ suhtes. Eelneva pohjal voime siis kirjutada, et sellised lahendid leiduvad vadi juhul, kui

N=I1+1), 1=0,1,2,....
v =n? In| <. (6.28)

Ortonormeerimistingimust

T 27
/ / ||Y}n||2(19,<,0) sin¥dddyp = 1
o Jo

arvestades voime sfadrilised funktsioonid kirja panna jérgmiselt:

)/ln(ﬁ, gO) = W

1=0,1,2,..., n=-,—l+1,...,1,0,1,...1— 1,1

e P/ (cos ), (6.29)

Sfaarilistel funktsioonidel on jargmised omadused:
1. Sfdérilised funktsioonid on omavéértusiilesande (6.6)-(6.8) omafunktsioonideks.
2. Sfdarilised funktsioonid on omavahel ortonormeeritud.

T 27
/ Y2, (9, 0)Y (9 ) sin 9d9d = 61,16y ms- (6.30)
0 0

Siin on arvestatud, et ruumalaelement dQ2 on sfidrilistes koordinaatides dQ = r2drsin 9didy, st vaid
nurgamuutujate osa seega sindddy. Y *lany - kaaskompleks, sest Y, on kompleksne funktsioon (vt
definitsioonvalemit (6.29).
3.

Y (9,9) = (—1)"Yi_n(9, 9). (6.31)
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Méned sfasriliste funktsioonide erijuhud: (esimesed sfadrilised funktsioonid).

1
Yoo = Ui
3 : +ip
Yis1 = & ?smgpﬁe
3
Yip = —ﬂ_cosﬂ
15 .
YQ,:‘:Q = ﬁ Sin2 7.96i2up
15 :
Yoru = £ —Wsinﬁeiw
15
Yoo = —167T(3cos219—1)

6.5. Radiaalkoordinaadist soltuv funktsioon

Vorrandi (6.1) erilahend ug, = R(r)Y;, (0, ). Seega peame leidma niitid ka funktsiooni R(r), st lahen-
dama vorrandi (6.5). Arvestame, et A = (I + 1), siis saame sellest

r2R"(r) + 2rR'(r) — (I + 1)R(r) = 0. (6.32)

See on Euleri tiitipi diferentsiaalvorrand. Paneme téhele, et funktsiooni R teist jarku tuletise ees on
kordaja 72, esimest jarku tuletise R’ ees kordaja r ja tuletiseta liilkme ees r0. Sellisel diferentsiaalvorrandil
otsime lahendit kujul

R(r) =r°. (6.33)

Arvestades, et R'(r) = sr*~1 ja R"(r) = s(s — 1)r*~2, saame
s(s—=1)r*+2sr® =1l + 1)r°* = 0.
Jagades viimase vorduse labi r°-ga, saame tingimuseks s jaoks
s(s+1)=1(+1).

Viimasel vorrandil on kaks lahendit:

s1 =1, sg=—(1+1).
Jarelikult on vorrandi (6.33) iildlahend jargmine:

R(r) = Cyr? + Cor™ 1. (6.34)

Niiiid arvestame, et lahend wu(r,d, ¢) peab olema 16plik suurus koikjal (kirjeldab mingit fiitisikalist suu-
rust), seega ka punktis r = 0. Kuid r*(l+1)|T:0 — 00. Seega jareldub viimasest noudest, et Cy = 0 ning
voime kirjutada

Ri(r) = Cyrt. (6.35)

Kokkuvottes oleme saanud Laplace’i vorrandi erilahendi sfaérilistes koordinaatides jargmisel kujul
Uin (7"7 9, SD) = TlY—ln(ﬁu (,0) — TlPl"(COS ﬁ)eii"‘P,

Uldlahendi saame erilahendite superpositsioonina:

co n=l

u(r,d,¢) = Z Z Cinr' P (cos 9) (Ae™® + Be™¢). (6.36)

=0 n=—1
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6.6. Ortogonaalsed poliinoomid. Hermite’i poliitnoomid.
6.6.1. Ortogonaalsete poliinoomide iildiseloomustus.

Eespool kisitletud, Legendre’i poliinoomid, on 16igul [—1, 1] tokestatud ja ortogonaalsed kaaluga p = 1.
Kuid voime ka vaadelda selliseid poliinoome, mis on tokestatud 16igul [a, b], on ortogonaalsed ja nende
kaal p # 1. Selliseid poliinoome on lopmata palju. Neil on iiks tithine omadus:

b
/ V(@) Vi (z) p(2)dx = Oy

Teoreetilises fltisikas ja eriti just kvantmehaanikas, on eriti tdhtsad nn Hermite’i poliinoomid. Neid
tahistame H,(x).

Hermite’i poliinoomide moned omadused:

1. Hermite’i poliitnoomid on antud vahemikus = €] — oo, 00

2. Kaal p(z) = e

Samamoodi on fiiiisikas olulised ka Laquerre’i poliinoomid, millel on jirgmised omadused:

1. Laquerre’i poliinoomid on méairatud poolldigul x € [0; o],

2. Kaal p(z) = 2%~ 7.

6.6.2. Hermite’i poliinoomid.

Hermite’i poliinoomid on maaratud kui diferentsiaalvorrandi

2

[e "/ ()] + Ae " u(z) = 0, (6.37)

mittetriviaalsed lahendid, kus z €] — oo, 00[. Lahendid on igas punktis 16plikud ja 16pmatuses ei tohi
need funktsioonid kasvada kiiremini kui # mingi aste.

Diferentsiaalvorrand (6.37) on tegelikult Sturm-Liouville’i omavéértusiilesande erijuht. Meeldetuletusena
- iildjuht oli jargmine: omavéairtusiilesanne ithemootmelisel juhul: leida funktsioon u(x), mis 16igul = €
[a, b] rahuldab vorrandit

1 (H0 ™) =~ a@yute) + Moloyuto) =

kus ¢(x) > 0 on pidev funktsioon 16igul [a,b], k(xz) > 0, pidev, diferentseeruv ning ka tuletis k(z) on

pidev funktsioon vaadeldaval 16igul; p(z) > 0 - pidev funktsioon.
Vorreldes viimast kahte vorrandit, ndeme, et antud iilesande korral

2 2

q(z) =0,  k(@)=e", pla)=e".
Sellisel iilesandel on mittetriviaalsed lahendid {iksnes siis, kui omavéartused
A =2n, n=20,1,2,... (6.38)

Antud omavaértustele vastavad omafunktsioonid on Hermite’i poliinoomid, millel on jargmine kuju:

n_x? d" —az?
H,(z) = (-1)"¢ dx—n(e ). (6.39)
Hermite’i poliinoomid on ortogonaalsed, st
> 2
/ H,(z)Hp(z)e” " dx =0, kui n #m. (6.40)

Hermite’i poliinoomi kaalu ruut on
o0 2
||H,(x)|]> = / (H,(z))%e™™ dx = 2"n!\/7. (6.41)
— 00
Fitsikas kasutatakse ka ortonormeeritud Hermite’i funktsiooni:
1

) = i
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mille korral kehtib ortonormeerimistingimus

/Oo o (2) i (2)dT = S .

— 00
(Ortonormeeritud) Hermite'i funktsiooni kaal on 1.
Hermite’i funktsioonid on omafunktsioonid omavaartusiilesandele:

K(2) + (N — 2k, (z) =0 (6.42)

n

koos loomulike rajatingimutega. Viimase omavaartusiilesande omavaartusteks on
A=2n+1, n=20,1,2 ...

Hermite’i poliinoomid esinevad omadaértustilesandes, mismkirjeldab harmoonilise ostsillaatori omavonkumiste
spektrit, madravad omavonkumiste sagedused (koik omasagedused pole lubatud). Samuti tulevad Her-
mite’i polinoomid sisse kvantmehaanikas, kui vaatame osakese liikumist ristkiilikukujulises potentsiaali-
augus.

Naiteid Hermite’i poliinoomide kohta:

Hy = 1,
H, = 2z,

Hy, = 4z2°>-2,

Hy = 8z3—12z,

H, = 162" —482% +12.

6.7. Laquerre’i poliinoomid.

Laquerre’i poliinoomid on defineeritud kui diferentsiaalvorrandi

a—+1

[:vaﬂe_xu’(x)y + %" ()\ — > u(z) = 0. (6.43)
mittetriviaalsed lahendid poolldigul z € [0,00[, mis on punktis x = 0 tdkestatud ja © — oo korral
ei kasva kiiremini kui z 16plik aste. Sarnaselt Hermite'i diferentsiaalvorrandile, on ka vorrand (6.43)
Sturm-Liouville’i tilesanne loomulikel &aretingimustel.
Antud omavéartusiilesande omavaartused on jargmised:
a+1
An =1+ % (6.44)
kus @ € R on suvaline konstant. Laquerre’i poliinoomid on eelpoolnimetatud iilesande omafunkt-
sioonideks: ) e
Lz = m:ﬁ'_aewdm—n
x

Laquerre’i poliinoomid on ortogonaalsed kaaluga p(z) = z%e~:

(z" e~ ™). (6.45)

/OO LY (z) L (x)x%e™"dx = 0. (6.46)
0

Laquerre poltinoomi kaalu ruut on

F'n+a+1)
n!

9

o0
2 = [ @s@)anede -
0
kus I'(n + a + 1) on nn gammafunktsioon, mis on méaratud jargmiselt:

I'(z) :/ e tt* T dt, R(z) > 0.
0
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Juhul, kui « on téisarv, siis on gammafunktsioon antav lihtsa faktoriaali abil (sel juhul on gamma-
funksiooni argumendiks samuti taisarv)

I(z) =(z—1)!

2
Hermite’i ja Laquerre’i poliinoomid on omavahel seotud ja seda jargmiselt:

1
Veel iiks gammafunktsiooni vaartus on héasti tuntud: T’ () = /.

_1 (=™

L,2(2%) = SEn] Hop (z),
L%(xz) = MH%H(@. (6.47)

Seega, Laquerre’i poliinoomid on iildisemad kui Hermite’i poliinoomid.
Laquerre’i poliinoomid esinevad naiteks kvantmehaanikas, kui kirjeldatakse elektroni energiatasemeid
vesinikusarnases aatomis (timber aatomituuma vaid iiks elektron tiirlemas).

Naiteid:
Ly = 1,
L? (1+Oé) -,
1 1
Ly = 5[(2+a)(1+a)—2(2+a)x+x2]25[(24—04)(1—&—04—23:)—1—322].

6.8. Silindrilised funktsioonid. Besseli funktsioonid.

Uurime ringikujulise chukese membraani vabu vonkumisi.  Viimaseid kirjeldab kahemdootmeline
lainevorrand
Ut — 112 (uzz + Uyy) =0 (648)

koos algtingimustega
w(0,M) = (M),  u(0,M) = ¢(M). (6.49)

Olgu meil tegemist homogeense rajatingimusega

Ou =0
’Ylan You s =

kus ¥ on piirkonna raja. Kuivord tegemist on ringikujulise rajajoonega, siis on moistlik minna iile
(tasandilistesse) polaarkoordinaatidesse p, . Polaarkoordinaatides

Pu P 10 (o) 10w 11
Pz 2y pop\"0p) TR og2 T p P T e

Seega, vottes pooluseks membraani tsentri, raadiuseks pg, siis saame jargmise tilesande:

1 1
Uy — a® ((Pup)p + 2“@@) =0. (6.50)
p p
koos rajatingimusega
0
7187)%(@ po, ) + Y2ult, po, ) = 0. (6.51)

Otsime antud tilesande erilahendit kujul v = T'(¢)V (p, ). Pérast ruumi- ja ajakoordinaatide eraldamist
saame V(p, ¢) jaoks jargmise omavédrtusiilesande:

1 1 A
—(pV, —WV -V = 0.
p(p p)p 2 oo T o2
Y1Vp(po, ) +12(po. ) = 0. (6.52)
Edasi voime minna uuesti muutujate eraldamisele, st otsida funktsiooni V' (p, ¢) kujul
Voo = R(p)®(¢). (6.53)
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Péarast muutujate eraldamist saame nurgamuutuja ®(p jaoks jargmise iilesande:
"+ u® =0 (6.54)

koos perioodilisuse tingimusega ® (¢ + 27) = ®(p). Polaarkoordinaadist soltuva funktsiooni R(p) jaoks
saame Sturm-Liouville’i omavaartusiilesande:

Ap
R — — = =0.
() (a2 p) &
[R(0)] <00, 7R (po) +72R(po) = 0. (6.55)
Vorrandi (6.54) mittetriviaalseteks lahenditeks perioodiga 27 on funktsioonid
dq,, = cosnep, Dy, = sinnp, n=20,1,2 ... (6.56)

Seega
w=n? n=20,1,2,...

(Vt. ka eestpoolt sfaariliste funktsioonide juurest perioodilisuse noéude kontrolli). Tihti, eriti kvant-
mehaanikas ettetulevate iilesannete korral, antakse omafunktsioonid ®(¢) kujul

P, = ¥, n=...,-2,-1,0,1,2,....

VAp

Vérrandi (6.55) lahendamiseks teeme esmalt muutujate vahetuse: z = ——. Ning téhistame R(p) =
a

R (za) = Z(z). Siis Z(z) jaoks saame vorrandi kujul

VA
1d az n?

Vorrandit (6.57) nimetatakse n-jarku Besseli vorrandiks ja tema mittetriviaalseid lahendeid silindrilisteks
funktsioonideks.
Besseli vorrandi voib esitada ka kujul

Z!'+ 22 + (2 —n*)Z, = 0.

6.8.1. Besseli funktsioonid.

Uldjuhul ei pruugi Besseli vorrandi jark (n eespool toodud vorrandites) olla taisarvuline. Nii funktsiooni
argument z kui ka jark, mille iildjuhul tdhistame tdhega v voivad olla kompleksarvulised. Antud kursuse
raames vaatame siiski juhtumeid, mil nii z kui ka v on reaalarvulised. Otsime Besseli vorrandile

27+ 27+ (22— v Z, = 0. (6.58)
lahendit kujul

Z(z)=2° i apz”. (6.59)
k=0

Asendades viimase vorduse vorrandisse (6.58), saame

(oo} (oo} oo (oo}
22 Z ap(k+o)(k+o—1)2F7"2 4 Z ap(k 4 o)zF ot 4 Z apzktot? — Z apr?zFtT =0
k=0 k=0 k=0 k=0

Jagades niitid saadud vorduse 1abi z7-ga, saame

Zak[(kJrcr)(kJraf D4 (k+o) -1 = fZakzk”Lz
k=0 k=0
Z ap[(k+0)? =228 = — Z apz" 2
k=0 k=0
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Viimasest seosest leiame seosed konstantide aj jaoks. Selleks vordleme vordluse molemal poolel samasu-
guseid z astmeid. Kuivord molemal pool vordusmarko tegemist 1o0pmatu summaga, mis peavad vorduma
koigi z vaartuste korral, siis saab see kehtida vaid siis, kui molemal pool vordust on sama z astme ees
olevad kordajad vordsed. Nieme, et vorduse vasakul poolel algavad z astmed pihta 20-st, samal ajal kui
paremal pool z2-st.
20 korral saame

ap(c? —v?) = 0.

Seega o = +v. 2! korral
a[(1+0%) = =0,

millest jareldub, et a; = 0. Jargmiste konstantide aj, jaoks saame rekurrentse seose

ap—2 ak—1 .
=— =— , k k=24,6,8,..., 6.60
BT T kE—? (ktotv)lkto—v) o (6.60)
a1 = az = a5 = a7y = ... = 0. Paarisarvuliste indeksitega kordajad a,, k = 2p voib anda a¢ kaudu seega
jargmiselt:
_1)»
(=1)"ao (6.61)

ap = 22pp!(]_ :I:y)(Q:l:V)(k:tV)

ja lahendid ise seega

e 2p+v
_ +v z
Z+y(2) = aoz pZ:O 22epl(1+v)2+v)...(p+v)’ (6.62)

Leitud funktsioonid saab esitada kompaktsemal kujul kasutades Euleri gammafunktsiooni I'(v), mis on
maaratud jargmiselt:

I‘(V)z/ e x’ L.
0

Juhul, kui gammafunktsiooni argumendiks on positiivne naturaalarv, on gammafunktsioon esitatav
tavalise faktoriaali abil:
I'(n)=(n—-1)!

Tundmatu kordaja ag on Besseli funktsiooni jaoks konkretiseeritud jargmiselt:

1

RS =7 i G,

Sellisel juhul saame otsitud funktsioonid Zi, esitada Besseli funktsioonide Ji,(z) kaudu. Besseli
funktsioonid iildkujul:

B e (71)17 2\ 2pEv
Teu(2) = z;) Fp+1)I'(pxv+1) (5) ' (6.63)

Eelpool uuritud tlesande korral oli meil Besseli funktsiooni jark naturaalarvuline n. Siis

© —1)P 2\ n+2p
Tn(z) = ,,Z::O p!Eer)n)! (5) . (6.64)

Besseli vorrandi teine erilahend J_,, (%) on Besseli funktsioonist lineaarselt soltuv:
Jon(2) = (=1)"Jn(2),

seetottu el saa selle abil Besseli vorrandi tildlahendit esitada. Kuid Besseli vorrandil on ka teine, Besseli
funktsioonist J,, (z) lineaarselt soltumatu lahend, mida nim Neumanni funktsiooniks, Y,,(x). Seega voime
Besseli vorrandi (6.57) jaoks iildlahendi kujul

Z(z) = CJy(z) + DY, (2)
Neumanni funktsioon on aga z = 0 korral tokestamata ning tingimusest (6.55) saame D = 0. Seega
A
R(p)=CJ, (”) . (6.65)
a
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Joonis 3: Besselid funktsioonide Jy(z), J1(2) ja Ja2(z) graafikud.

A leidmiseks tuleb kasutada teist rajatingimust:

71{]7/1 <\/Xp0> _1_72‘]” <\/Xp0> —0.

a a

Sellel vorrandil on v; + 2 > 0, 71 > 0, 2 > 0 korral 16pmatu, kuid loenduv hulk lahendeid. Té&histame
need lahendid p, = p (71/72). Seega voime kirjutada

Yy, () + Y2 dp () = 0.

A jaoks saame siis tingimuse:
n o\ 2
AT = (“T"“) . (6.66)
Po

St, ka omavéaértused A on loenduvad, kuid neid on 16pmatu hulk. Omavéartustele A7, vastavad omafunk-
tsioonid

Qm(p) = %Jn (u;,;p) ; (6.67)

kus N} on normeerimiskonstant.

Besseli funktsioonide omadusi.
Besseli funktsioonid moodustavad 16igul p € [0, po| téieliku ortonormeeritud siisteemi kaaluga p, st

P
Q. (P) @y (P) PP = Sy - (6.68)
0

6.8.2. Dirichlet’ iilesanne silindri jaoks.

Parem néide sellest, kus ilmnevad Besseli funktsioonid on jargmises iilesandes (mille lahendame ka 16puni,
mitte ei jad poole peale pidama).

Vaatame silindrit korqusega h ja raadiusega a. Silidri pohjal hoitakse temperatuuri T, mis soltub vaid
polaarraadiusest p: T = F(p). Silindri kiilgedel ja peal hoitakse temperatuuri T = 0. Leida temperatuuri
jaotus silindris.

Temperatuurijaotust ja soojuse levikut kirjeldab juhul, kui kehas puuduvad soojuseallikad, jargmine
vorrand:

oT
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Antud juhul on meil tegemist statsionaarse temperatuurijaotusega (temperatuur ei soltu ajast) ning
silindrilise stimmeetriaga. Samuti ei solut temperatuur ka nurgamuutujast ¢, st T = T(p, z). Seega
oleme saanud jargmise iilesande:

AT = 0, (6.69)
T(a,z) = 0, T(p,h) =0, T(p,0) = F(p).

Ulesande lahendamiseks kirjutame Laplace’i operaatori vilja silindrilistes koordinaatides (ilma nurga-

muutujata ¢): ,
10 (0T o°T

Vastavalt Fourier’ meetodile otsime lahendit kujul T'(p, z) = R(p)Z(z). Pannes antud avaldise vorrandisse
(6.70) ja eraldades muutjad, saame kaks vorrandit
Kuivord tegemist silindrilise stimmeetriaga ning statsionaarse ...
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