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1 Vektorid. Ortogonaalsed teisendused.

1.1 Vektori moiste. Vektori omadused. Vektorruum.

Fitisikakursusest on tuttavad kahte liiki fiitisikalised suurused: skalaarid ja vektorid.
Skalaarne suurus ehk skalaar iseloomustab valitud suurust iiheainsa mootarvuga.
Niiteks - temperatuur, aine tihedus, rohk, elektrivalja potentsiaal. Koik need suu-
rused voivad olla (kuid ei pruugi) kolme ruumikoordinaadi (ja lisaks aja) funktsioonid:
T ="T(x,y,z), p=p(x,y, z) jne, kuid selle suuruse iseloomustamiseks antud ruumipunk-
tis saab kasutada vaid tiht mootarvu.

Vektorilisi suurusi ehk vektoreid iseloomustab lisaks arvulisele suurusele (vektori
pikkusele) ka nende ruumiline siht ja suund. Skalaari matemaatiliseks mudeliks on
reaalarv, vektoril geomeetriline vektor, mis on esitatav suunatud loiguna, millel on
algus- ehk rakenduspunkt, ja lopppunkt: @ = AB. Siin A on algus- ja B - lopppunkt.

—

Nullvektoriks nim. vektorit, mille algus- ja 16pppunkt iihtivad (pikkus on null): AA=0.

Kolmnurga reegel: geomeetriliste vektorite d ja b summaks @ + b nimetame vektorit,
mis on suunatud vektori @ alguspunktist vektori b lopp-punkti; eeldusel, et vektor b on
rakendatud vektori @ 1opp-punkti.

Roo6pkiiliku reegel: vektorite a ja b geomeetriline summa on vordne nendele vektoritele
iilesehitatud roopkiiliku diagonaaliga c.

Vektori @ korrutis reaalarvuga « on vektor ad, mis on samasihiline vektoriga @ ja mille
pikkus |ad| = |al|d@|. Kui a > 0, siis ad 11 @, kui a < 0, siis ad T] d.

Numbrite (ehk skalaaride) algebras kehtivad liitmise, lahutamise ja korrutamise operat-
sioonid on iildistatavad ka vektorite algebrale.

Vektoralgebra reeglid

1. Vektorite liitmine on kommutatiivne: @ +b = b+ @

-

2. Vektorite liitmine on assotsiatiivne: @+ (b + @) = (@+b) +
3. On olemas liitmistehte suhtes neutraalne nullvektor 0: @ +
4. Tga a korral leidub vastandvektor @’ = —a, nii et @+ a = 0.
Vektori korrutamine arvuga on distributiivne molema teguri suhtes:

5. a(d@+b) = ad + ab,

6. (o + f)d = ad + fd.

Vektori korrutamine arvuga on assotsiatiivne reaalarvuliste tegurite suhtes:

7. o(fd) = afd.

—

¢
0 = @ iga @ korral.

Ulesanne 1 Naiidata algebraliselt ja geomeetriliselt (joonisel) reegli 1 kehtivust.

Lahendus.
1) Eeldame, et meil on tegemist iildjuhulise n-mootmelise ruumiga:

a = (a,a4,...,a,),



(b1, b2,y ..., by).
= (al,...,an)—l—(bl,...,bn):(a1+b1,a2—|—b2,...,an+bn):
= (bi4ay,....bp+ap) = (b, ...,by)+ (ar,...,a,) =b+4a.

U
+
S S

Siin kasutasime arvude liitmise kommutatiivsust.

Reegli 1 kehtivuse naitamiseks geomeetriliselt eeldame, et tegemist on kahemootmelise

ruumiga. .
Joonisel 1 on néidatud vektorid @ = (ay, as) ja b = (b1, be). Kasutades r66pkiiliku reeglit

leiame vektori ¢ = @ + b. Tihistame ¢ = (c1,c2). Kuivord OB on paralleelne AC-ga ja
OA on paralleelne BC-ga, siis

bl = a1C ja ag = b2C2. (].1)

(Siin aicq ja bycy tdhendavad 16ike punktist a; punkti ¢; ja punktist by punkti co vastavalt,
mitte korrutisi). Jooniselt 1 néeme, et

c1=a1+ aicy, Cy = b2 -+ bQCQ. (12)
Pannes vordused (1.1) vordustesse (1.2), saame
c1=ay + by, Co = az + by

ehk
c= (a1+b1,a2+b2):&’+b.

O b, ac¢ x

Joonis 1: Vektorite liitmine on kommutatiivne

Seega on graafiline ja analiilitiline meetod samavéarsed.

Loetletud omadused 1-7 jarelduvad tehete geomeetrilisest tolgendusest. On voimalik ka
abstraktne kasitlus: nimetada vektoriteks suvalisi objekte, mille korral on defineeritud
liitmine ja korrutamine reaalarvuga, kusjuures need kaks tehet rahuldavad geomeetriliste
vektorite vallast tuttavaid tingimusi 1-7. Koik nii defineeritud objektid moodustavad
monesuguse vektorruumi ehk lineaarse ruumi V (véi L).
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Niisiis: lineaarseks ruumiks ehk vektorruumiks V' nimetatakse suvalise paritoluga
objektide d, 5, G, ... hulka, kui: 1) mistahes kahe elemendi @, b € V korral leidub nendega
iiheselt miiratud kolmas element +b € V', mida nimetatakse nende elementide summaks
ja 2) mistahes elemendi @ € V' ja reaalarvu « korral leidub iitheselt maaratud korrutis aa €
V'; ning on defineeritud hulga nullelement. Seejuures need tehted rahuldavad tingimusi 1
- 7. Voib oelda lithemalt: vektorruum V' on kinnine reeglitega 1-7 maaratud liitmise ja
reaalarvuga korrutamise suhtes.

Ulesanne 2 Olgu antud vektorid @ = (a1,a9,a3) ja b= (b1, ba,b3). Leida vektorid ¥ ja 7,
mis rahuldavad jargmisi vorrandeid:

3T+ G=2a+b
2T+ Af=ad—2b
Lahendus. Vorrandist (1.3) saame
7=2a+0b— 37 (1.5)

Korrutades niitid vorrandit (1.5) neljaga ja pannes saadud tulemuse vorrandisse (1.4),
saame B
4y = 8a + 4b — 127
ja
—27 + 8 + 4b — 127 = G — 2b
—147 = —7d — 6b

1 3-
= G-+ -b. 1.
T=gd+ 7b (1.6)
Pannes vorduse (1.5) vordusesse (1.6), saame
1 2-
7= -G — b,
YTty

Seega voime vektorite algebras lineaarse vorrandisiisteemi lahendada samamoodi nagu
reaalarvude algebra puhul.

Ulesanne 3 Jée voolu kiirus on 20 km/h. Paat liigub risti joe voolu suunaga kiirusega
20 km/h. Milline on paadi litkumise (summaarne) kiirus ja litkumise suund? Kas on
voimalik, et paat tletab joe lihimat teed pidi, st punktist A punkti B? (vt joonis 2a).

Lahendus. Kasutades roopkiiliku reeglit, leiame, et resultantkiirus on ruudu diagonaal
(vt joonis a), seega on paadi Kiirus vy, = 201252 ~ 2852,

Et vastata teisele kiisimusele, joonistame joe kiirusevektori ja resultantkiiruse vektori
nagu naidatud joonisel b. Ehitades niitid iiles roopkiiliku nagu naidatud joonisel, naeme,
et kolmnurga hiipotenuus peaks vorduma tihe kaatetiga (molema pikkus on 20 km/h).
See on voimatu. Sellisel juhul vektor v, = 0.



Ppoaf

Joonis 2: Paadi liikumine joel.

Ulesanne 4 Lennuk liigub loodesse kiirusega 500 km/h maa suhtes moodetuna. Tuul
puhub maa suhtes kiirusega 50 km/h lddnest itta. Millise kiirusega ja millises suunas
lendaks lennuk, kui tuult poleks?

Lahendus. Tahistame N
U; - tuule Kiirus;

U1 - lennuki kiirus maa suhtes, kui
tuul puhub;

Uy - lennuki kiirus maa suhtes kui O
tuul ei puhuks (vt. joonis). Siis Va

Uy = Vs + Uy 135 - o
Kasutades koosinusteoreemi, \‘F‘L Ly
leiame ¢

(v2)? = (v1)* + (v¢)* — 2vqv2 cos 1357,
vg = 536,5 km/h

.. . V2 (%)
Siinusteoreemi kasutades — = — saame
sin 135° sin o

sin v = 0, 659, o =41,2°

Seega, ilma tuuleta lendaks lennuk kiirusega 536, 5 km/h 41, 2° lddne suunast pohja poole.

1.2 Vektorruumi baas. Vektori pikkus. Uhikvektor. Vektorite
lineaarne soltuvus.

Ulesanne 5 Olgu antud 2 mittekollineaarset vektorit a ja b. Leida suvalise vektoritega d
ja b poolt mddaratud tasandil asuva vektori © avaldis nende kahe vektori kaudu.



Lahendus. Mittekollineaarsed vektorid
on vektorid, mis pole iithe ja sama joonega
paralleelsed. Seega, kui nende alguspunk-
tid langevad kokku, siis maaravad need vek-
torid tasandi.  Olgu 7 suvaline vektor,
mis asub vektorite d@ ja b poolt méaaratud
tasandil ja langegu selle vektori alguspunkt
kokku vektorite a ja b alguspunktiga O.
Tombame vektori 7 lopppunktist vektoritega
a ja b paralleelsed sirged, konstrueerides
seega roopkiliku OD Jooniselt onjlaha
et 6D Lo

"kus x on skalaar
OC = Y OB = yb, kus y on skalaar

Vektorite liitmisel réopkiiliku reegli jargi saame
OR=0D+0C  chk 7=azd+

mis ongi soovitud avaldis.

Vektoreid xa ja yl; nimetatakse vektori " komponentvektoriteks sihtidel a ja b vastavalt.
Skalaarsed suurused x ja y voivad olla nii positiivsed kui ka negatiivsed, soltuvalt vektorite
suundadest. x ja y on iiheselt maaratud iga vektorite kolmiku @, b ja 7 jaoks. Vektoreid
aja b nimetatakse tasandi baasivektoriteks.

<
S

Ulesanne 6 Olgu antud kolm mittekomplanaarset vektorit a, b ja ¢, leida avaldis suvalise
vektori 7 avaldamiseks nende vektorite kaudu.

Lahendus. Mittekomplanaarsed vek-

torid on vektorid, mis pole iihe ja sama

tasandiga paralleelsed. Jarelikult, kui nende T S
vektorite alguspunktid iihtivad, siis ei asu
need vektorid iihel ja samal tasandil.

Olgu 7 suvaline vektor ruumis, mille al- C

guspunkt langegu kokku vektorite da, b ja . P

¢ alguspunktiga O. Labi 7 lopppunkti R ¢ E
lidhevad tasandid, mis on paralleelsed vas- O V E

tavalt vektorite a ja 5, I;ja ¢, aja c
poolt maaratud tasanditega ja milledest saab
koostada réoptahuka PQRSTUV O nagu

joonisel. Jooniselt on naha, et

OV =2 OA = xd, kus x on skalaar
OP = Y OB = yg, kus y on skalaar
OT = > OC = ZC, kus z on skalaar.

KuidO_fizW+@+@:W+W+O7ehkffxa+y5+za

Sellisest konstruktsioonist on ilmselt selge, et antud a, b, ¢ ja 7 jaoks on x, y ja z iiheselt
mafatud. Vektoreid xd, yb jazZ 7 nimetatakse vektori 7 komponentvektoriteks vastavalt
a, b ja ¢ sihtidel. Vektoreid @, bj ja ¢ nimetatakse kolmruumi baaswektorlteks
Erijuhul, kui a, b j ja ¢ on omavahel risti olevad uhlkvektorld 2 7 ja k siis on ulaltoodust
naha, et iga suvalise vektori 7 voib iiheselt avaldada i 7 ja k abil: 7= i + yj + k.

<

1l
>
O



Ulesanne 7 Naidata, et roopkuliku diagonaalid poolitavad teineteise.

Joonisel on néha roopkiillik ABCD kahe di-
agonaaliga.  Eeldame, et nad ei poolita
teineteist ning olgu P; diagonaali AC
keskpunkt ning P, diagonaali BD keskpunkt.
Siis

m:m+m:@+§§ﬁ:

AB + (AD — AB) = JAB + L AD
Ap1:§m:%<@+mz A

%(EJFE)—%EJF%@—JTPQ-

Jarelikult langevad punktid P; ja P, kokku ning diagonaalid AC ja BD poolitavad
teineteist.

Ulesanne 8 Leida jargmiste vektorite pikkus:
a=(1,4), b=(4,03), &=(0,—1,1).

Leida, kas jargmised vektorid on tihikvektorid:

7 1 = 1 1
d: ]_,07 g: ]_7_ , = ]_7—]_707 _’: —_—, =
(1,0) Ly F=-L0. §=(——)
Lahendus. Olgu meil tegemist n-mootmelise vektoriga & = (1, xa, ..., x2). Selle vektori

pikkus ehk vektori moodul on

7| =2 = \/m%—i—x%—i—...qu%.
Kasutades seda definitsiooni, leiame:

d@| = |(1,4)] = V12 + 42 = V17
b = VA2 +0+32=v25=5
d=Vvi+t1l=V2

["J'hlkvektor on vektor, mille pikkus on 1. Seega

d] = - d on iihikvektor.

€] =4/1 + I \/7 # 1 - € pole iihikvektor.
fl=v2+#1 - f pole iithikvektor.

1g] = % +5=1 - g on thikvektor.

Ulesanne 9 Keha, massiga m on riputatud kahe massitu noori otsa nagu naidatud
joonisel. Kehale maojuv raskusjoud on mg. Leida néoride pinged (nédre pingutavad joud)
T;l ja T;Q.



Lahendus. Kuivord siisteem on tasakaalu-
asendis, siis stisteemile mojuvate joudude re-
sultantjoud on 0, seega

f1+f2+m§:6 A}/

Jou T, komponendid on |T;| cos @1, | T} | sin ¢ \Q o /{
1 ¢, X

(jouvektori projektsioonid z- ja y- teljele).

T komponendid on \f2|cos @2,’7_—;2’8111 .
Seega voime kirjutada joudude z- ja y-
telgede sihiliste komponentide jaoks vas-
tavalt T ’j"2

|T4| cos gy + | Ta| cos gy = 0
(T3] sin g1 + | To] sin oy — mlg] = 0. mg

_‘E‘COS P2

Esimesest vorrandist saame |17 = . Asendades selle teise vorrandisse, saame

oS 1

COS (Pg SN Yy

|f2](sin P2 — ) — m|§| = 0.

COS 1

Viies m|g| paremale poole vordusmérki ning korrutades saadud tulemuse 14bi cos ¢;-ga,
saame:
|T5|(sin ¢g cos 1 — cos @1 sin @) = m|g] cos ;.

Vorduse vasakul poolel sulgudes on sin(ps — 7). Seega saame

m|g] cos 1

Tyl = — .
T sin(gy — 1)
Analoogiliselt leiame ka avaldise || jaoks:

- m|q)| cos
|T1’ - — |g| 2] ‘
sin(pe — ¢1)

Ulesanne 10 1) On antud 3-mootmeline vektor d = (a1, as, as3). Leida vektoriga d par-
alleelne tihikvektor.
2) Leida iga alljargneva vektoriga paralleelne tihikvektor.

a=(2,4), b=(-1,3,0), &= (o2a,a+1,6).
3) Leida tihikvektor, mis on paralleelne jargmiste vektorite summaga:

a=(3,4,2), b=(1,-3,-5).
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Lahendus. 1) Olgu @ vektoriga @ paralleelne ithikvektor. St

|d| = \/u? +uld+u3 =1.

Et vektorid @ ja «@ on paralleelsed, siis

i = ad, (1.7)
kus o on skalaar. Siis
li] = |ad| =|(aar, aas, aas)| ehk
1 = \/aza% + a2d? + +a2ad3. (1.8)

Lahendades viimase vorrandi o suhtes, saame

1
o= = —.

Vai+a3+a2 ||

—_

Vérdusest (1.7) tuleneb

Seega, antud vektoriga paralleelse iihikvektori leidmiseks tuleb vektor jagada tema
pikkusega.

a 2 4
y m - oL (X i)
) B \/4+ 6 V20° /20
u = _— = —_—, Y,
’ V10 10" V10
1 1
U, = c= (e, 20,0 + 1, 6)

Var+4a?+ (a+1)2+36 V6a? + 2 + 37
3) Leiame esmalt vektorite summa, téhistame selle d-ga.
d=d+0b=(3,4,2)+(1,-3,—5) = (4,1, —3)

Selle vektoriga paralleelne tihikvektor on jarelikult

B 1 < 41 3 )
Uqg = = ’ T :
/2% V26  V26° /26

Ulesanne 11 Vektori OA suunakoosinused on arvud cos a, cos 3, cosy, kus o, 3,y on
nurgad vektori OA ja koordinaattelgede positiivsete suundade vahel. Naidata, et

cos® a + cos® 3+ cos? v = 1. (1.9)

11



Lahendus. Joonisel on niha vektor OA ning
nurgad «, (3, ja . Vektori OA koordinaadid
on (x1,xe,23). Nagu jooniselt kolmnurgast
OAB on naha, on «a vektori OA ning loigu D

O B vaheline nurk. Kuid OB = z; ning seega
x
cosa = —. —
7] F
Analoogiliselt saame kolmnurgast OAC, et e B - C X3
‘o
i)
cosff = —=
T B/

ning kolmnurgast OAD), et cosy = ) Xy

7]
Arvestades, et |F] = \/23 + 23 + 23, leiame

2 2 2 2 2 2
T T5 T3  x] T Xy Ty

2 2 2, _ 1 2 90— L T4 "9 _
cosa+cosﬂ+cosy—|ﬂ2+|ﬂ2 - 21l

Ulesanne 12 Avaldada vektor @ = (2,7) jdrgmiste vektorite lineaarkombinatsioonina:

1) 51 = (274> 2 = (_173)
2) 51 - (4,4) _)2 - (5,5)

Lahendus.
Olgu d,, ds, . .., d, suvaline n- mootmeliste vektorite hulk. Vektorit b, mis on méaratud
jargmiselt:

b:alé’l +a262+... —f—OénC_l:n, (110)
kus «q,q9,...,q, on suvalised skalaarid, nimetatakse vektorite di,ds,...,a, li-
neaarkombinatsiooniks.
1) Selleks, et avaldada @ = (2,7) vektorite by, by lineaarkombinatsioonina tuleb leida

suurused aq, ag, et kehtiks

a = 05151 —+ 06252 ehk
(2,7) = a1(2,4) + az(—1,3) = (201 — ag, 4y + 3az)

Siit saame kaks vorrandit:

20&1—05222

40./1 + 3&2 =T.
. ) . 13 3 o .
Selle stisteemi lahendamisel saame oy = 10’ Qg = 5 Seega avaldub vektor @ jargmiselt:
13- 3~
a=— b+ = bs.
a o + 5 02

12



2) a= 05151 + 06252 ehk
(2,7) = a1(4,4) + a2(5,5),

kust saame vorrandisiisteemi

4oy + Doy = 2
40(1 + 5(1/2 =1.

Sel siisteemil pole lahendit, seega ei saa avaldada vektorit @ vektorite ¢ ja ¢ lineaarkom-
binatsioonina.

Ulesanne 13 Avaldada vektor b = (2,—1,3) jdargmiste vektorite lineaarkombinatsioon-
na:

1) dy=(2,4,1) dy=(3,7,1)
& =(1,0,0) &=(0,1,0)

53 == (0,0,l)
12(27471) f;:(&la?) ]EZ;

(—1,2,2)

=
~

Lahendus. b = 041071 + Oégd_;, seega,
(2,-1,3) = a1(2,4,1) + as(3, 7, 1).
Siit saame 3 vorrandit

20&1"‘30&2 = 2
4oy +Tay = —1

a1+ Qg = 3

Sel siisteemil puudub lahend, jarelikult ei saa vektorit b avaldada vektorite dy ja d li-
neaarkombinatsioonina.

2) b= a1€1 + anéy + aszéz. Vorreldes vektorite komponente, on ndha, et
ap = 2, ay = —1, az = 3.
Seega b= 2€] — € + 3€3.
3) b=ayfi —i—agf;—i—agf;;, ehk
(2,-1,3) = (2a1, 4y, 1) + (Bag, ag, Tan) + (—ag, 2a3, 2a3)
Saame 3 vorrandit

2001 + 39 — a3 =2

4o + a9 + 203 = —1

a; + Tag + 2a3 = 3
10 41

35 .
60 =59 BT gg Jarelikult

Vorrandisiisteemi lahendamisel saame o = — 50"

- 10 - 41 - 35 >
b= —— — fy — — f3.
69fl+ 69f2 69f3
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Vektorite hulka a7y, ds, . . ., dr nimetatakse lineaarselt soltuvaks parajasti siis, kui leidub
k reaalarvu aq, am, . .., o, mis pole koik korraga vordsed nulliga sellist, et

04161+a2§2+...+akd’k = 0. (111)

Vektorite hulk on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui see ei ole lineaarselt soltuv
hulk.

Ulesanne 14 Kontrollida, kas jargmised vektorid on lineaarselt soltumatud:

1) a=(1,2) b=(3,4),
2)  @=(2,5) d=(4,10),
3) @=(1,00 f=(21 §=(32)

Lahendus. 1) Moodustame vektorite a ja b lineaarkombinatsiooni ja vordustame selle
nulliga:

ad+fb=0
ning kontrollime, kas see vordus kehtib mingite « ja ( vaartuste korral, kui molemad
korrage ei vordu nulliga.

(o, 2c0) + (38,48) = (0,0).

Komponentkujul saame kaks vorrandit

a+36=0,
20+ 406 = 0.

Sel stisteemil on vaid tiks lahend: @ = 0, 8 = 0, seega on vektorid a ja b lineaarselt
soltumatud.

2) ayC+ agcf: (2av1, 5an) + (4o, 10as) = 0. Komponentkujul:

2@1 + 4062 = 0,
5@1 -+ 100&2 =0.

Lahutades teisest vorrandist esimese ja jagades saadud tulemuse kolmega, saame
a1 = —20&2.

Sel vorrandil on 16pmata palju mittetriviaalseid (nullist erinevaid) lahendeid, néiteks a; =
2, g = —1; ay = —4, ag = 2. Jarelikult on vektorid ¢ ja d lineaarselt soltuvad.

3) ale—l—a2f+a§' 0.

a1(1,0) + a(2,1) + a3(3,2) 0 komponentkujul
o1 + 20&2 + 30&3 = 0,
a9 + 20(3 =0
Uks mittetriviaalne lahend on oy = 1, g = —2, a3 = 1, seega on vektorite hulk lineaarselt

soltuv.
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Ulesanne 15 Naidata, et kahemootmelises ruumais on iga kolmest vektorist koosnev hulk
lineaarselt soltuv.

—

Lahendus. Olgu meil vektorid @ = (ay,as), b = (b1,b2), ¢ = (c1,¢2). Et need vektorid
oleksid lineaarselt soltuvad, peab nende lineaarkombinatsioon olema null.
M+ b+ X3¢ = 0,
)\1(@1, CLQ) + )\Q(bl, b2) + )\3(61, CQ) = (O, 0)

See vorrand on samavéarne lineaarse vorrandististeemiga:

)\1@1 + /\le + /\301 =
)\1@2 + )\ng + >\3C2 = 0.
Niitid tuleb naidata, et sel siisteemil on mittetriviaalsed lahendid. Kui a3 = b, = ¢; = 0,

siis voib alati valida sellised A1, Ao, A3, mis rahuldaksid teist vorrandit.
Eeldame, et ¢; # 0, siis esimesest vorrandist

1
C1

)\3 = ()\161,1 + )\le).

Pannes A3 teise vorrandisse, saame

)\1(12 + )\ng — %()\1@1 + )\2()1) =0 ’ X Cq
1
)\1&261 + )\ngcl - 02)\1a1 — Cg)\le

)\1 (CLQC1 — (1,102) + )\Q(bgcl — blcg) =

Sel siisteemil leiduvad mittetriviaalsed lahendid, me voime valida suvalise A; ja siis leida
sellele vastava Ay. Valime naiteks A\ = 1. Siis

a1Co — ACq
Ay = —,
bacy — bicy
1 a1Co — A9Cy
)\3 = —— [al + bl—] .
8] baci — bicy

See toestabki, et kahemootmelises ruumis on kolmest vektorist koosnev stisteem lineaarselt
soltuv.

Ulesanne 16 Naiidata, et kolmemaotmelises ruumis on 1ga kolmest vektorist koosnev hulk
lineaarselt soltuv parasjagu sis, kui

a; Qo as
b1 bg b3 = 0 (112)

i C2 C3

Lahendus. Esmalt naitame, et kui vektorid d, b ja ¢ on lineaarselt soltuvad, siis on
determinant vorduses (1.12) vordne nulliga. Definitsiooni kohaselt, kui vektorid @, b ja &
on lineaarselt soltuvad, siis

ad + b+~ =0, (1.13)
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kus a, 3,7 pole koik korraga nullid. Eeldame, et o # 0, siis
i = —— (85 +10)
a=—— C
o g
ehk
1, .z S
ap = ——(ﬁbl + "}/Cl),
Q@
1 = S
az = —— (B2 + ), (1.14)
1 " —
asz = —a(ﬁbs +7C3).

Vorreldes (1.14) vorduses (1.12) oleva determinandiga, ndeme, et (1.14) avaldub determi-
nandi iilejaanud ridade lineaarkombinatsioonina. Seega on determinant vordne nulliga.

a1 as as
by by b3|=0.
i C2 C3

Et toestada see vastupidises suunas, siis eeldame, et determinant vorduses (1.12) on null.
Siis on vorrand (1.13) rahuldatud juhul, kui

by b

Ca C3

Gz as
Cy C3

Gz as

by b3

9 6:_ ) Y=

See 1opetabki toestuse.

1.3 Geomeetriliste vektorite skalaarkorrutis.

Kahe vektori @ ja b skalaarkorrutis @b defineeritakse valemiga
@-b=|alb| cosp, (1.15)

(kus ¢ on nurk vektorite @ ja b vahel (¢ = Z(a, b))
(Vt joonis). Nurga ¢ méaidramiseks tuleb @ ja b
kanda tihisesse alguspunkti, selle vaartus kuulub
vahemikku [0, 7].

Skalaarkorrutis on seega eeskiri, mis seab vektorite
paarile vastavusse kindla reaalarvu.

Voime ka teistmoodi 6elda - vektorite @, b € V skalaarkorrutis on binaarne kujutis V@V —
R, st ruumist V ® V skalaararvude ruumi R.
Skalaarkorrutist voib téhistada erinevalt - @ - b, ab, (a,b), < d,b >.

Skalaarkorrutise omadused:

1. Skalaarkorrutis on kommutatiivne: @-b=b- .
2. Skalaarkorrutis on distributiivne: @(b+¢) =a-b+a- @

3. Assotsiatiivsus reaalarvulise teguri suhtes: (@ - b) = (a@)b = @(ab) = (@ - b)a, kus o
on skalaar.

—
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4. Kui € on iihikvektor, siis - &= 1.

5. Kui @- b= 0, siis on aja b risti.

6. Kui a||b, siis @ - b = |a||b].

Skalaarkorrutise omadused jarelduvad otseselt tema definitsioonist (1.15).

Ulesanne 17 Naidata, et vektori @ projektsioon vektorile b on @- iy, kus iy on vektori b
suunaline thikvektor (dy 1T b, |z = 1).

Asetame vektorid a ja b ithisesse alguspunkti

O. Nagu jooniselt niha, on vektori @ pro- A
jektsiooniks vektori b suunale (projza) vektor i
OC', mille pikkus on ilmselt (vt joonist) .
a b
|O?| = |d| cos o = |a||uiy| cos o = @ - . O C B

Vektorruumi ortonormeeritud baasiks on thikvektorid, mis on omavahel risti.
Kolmemddtmelise ruumi korral tdhistame ortonormeeritud (ON) baasi vektoreid €7, €, €5
(levinud on ka tahistused €, €, €, ja ;,], k), baasi ennast {é},és,e3} voi lithemalt {é;}.
ON baasile vastavat koordinaadistikku nimetatakse Descartes’i (Cartesiuse) ristkoordi-
naadistikuks.
ON baasi korral

L. o 1, kui  i=j,

€i€j = 51 = {0’ kui i 7& j, (116)
kus ¢;; on Kroneckeri (delta-)siimbol, mis kirjeldab ithikmaatriksi komponente. Vek-
tori koordinaate ON baasis {€;} téhistame sama tdhega nagu vektorit, lisades juurde
indeksi:

3
a = a1€1 + a9€s + a3z = g a;€; = a;€;. (1.17)
=1

Viimases avaldises oleme kasutanud nn Einsteini kokkulepet (Einsteini summeerim-
isreeglit, mille kohaselt summa marki ei kirjutada, kuid iile kaks korda esineva indeksi
(siin iile indeksi ) tuleb summeerida. Seda kirjapilti lihtsustavat kokkulepet hakkame
siitpeale jarjekindlalt kasutama. Seni kui tootame 3-ruumis omab summeerimisindeks
loomulikult vaartusi 1, 2, 3.

Selline baasi valik lubab lihtsustada tehteid vektoritega (ja skalaarkorrutise leidmist!).
Edaspidi eeldame, et meil on tegemist ortonormeeritud baasiga, kui pole eraldi vastupidist

oeldud.
Ulesanne 18 Toestada, et ortonormeeritud baasi korral on vektorite @ = (ay, az,as) ja
b = (by, by, b3) skalaarkorrutis jargmine @ - b = ayby + asbs + asbs.
Lahendus.
ib = (@161 + ag€s + azés) - (b€ + byfs + bsés) = alblé? + a1b2€1€5 + a1 bseres +

I ) I I I 9
+ a2b1€2€1 + a2b2€2 + CL21)362€3 + a3b1€3€1 + CL3[)263€2 + a3b3€3.
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Arvestades niiiid ON baasi vektorite skalaarkorrutise omadusi (1.16) saamegi tulemuseks

-

a-b= a1b1 + a2b2 + CL3b3 = CLZbZ

Ulesanne 19 Leida vektorite @ = 28, + 28, — & ja b= 6€; — 3¢y + 2e5 vaheline nurk.

Lahendus. Téahistame vektorite a ja b vahelise nurga a-ga. Vektorite d ja b skalaarkorrutise
definitsioonist ja skalaarkorrutisest ON baasis saame

ab = |a|b]cosa=2-6-2-3—2.

Et & = VA+4da+1=3,  |p=v36+9+4=71,
4
siis saame cos o = o7’ millest o &~ 79°.

Ulesanne 20 Leida vektori @ = 3¢ — 66y + 2€3 suunakoosinused.

Lahendus. Ulesandest 11 on teada, et vektori suunakoosinused on arvud mis on vordsed
koosinusega antud vektori ja vastava baasivektori vahel. Téahistame «;, ¢ = 1, 2, 3 nurkasid
vektori @ ja baasivektorite €; vahel. Skalaarkorrutise definitsioonist jargi

—

a- e; = |d||e;| cos ay; = |d| cos .

Saame coso; =

1
Z| 7k Et |ad| = v49 =7, siit

3 o

ap = arccos?%64,6,

6
ay = arccos(—?) ~ 149°,

2
Q3 = arccos = ~ 73,4°.

Ulesanne 21 Leida tasandi vorrand, kui see tasand on risti vektoriga a = 2 + 3}—1— 6k
ning ldheb libi punkti P(1,5,3). Leida selle tasandi kaugus d koordinaatide alguspunktist.

dypendus.  Tahistame punkti P kohavek-
tori b = ¢+ 55 + 3k. Olgu Fs%ﬁ@e_qgr_ag_o

taval t sandil il . aleva, punkgl Q(e
orrut a \; 1es a arema e
avektor wvord a e et o

@ }@ on vektor ot31tava1 tasargi,;lTF@g)g, 62 = 35.
gga risti tasandiga, seega ka koigi tasandil

gﬂma}f%%%@}&%@u%]&ﬂ n defigegritud kui kaugus selle puntki ja sellest punktist

tasandiga risti tommatud sirge loikepuntkiga tasandiga (lihtsamalt - punkti ning selle
tasand¥ ]«m@l%ﬁ&p@t&v@h@@ kaugus - d = m1n(|0_f>’|)

Antud tasandi kaugus koordinaatide alguspunktist on vordne vektori b projektsiooniga
wiblesti amgnale, mille tihistame proyb Ulesandest 18 on teada, kuidas avaldub iihe

vektori projektsi teisele, seda arvestades saame
PZ% =7r—>.

Ole vordusmarki, saame tasandi vorrandiks

. . - 2. 3. 6-
— (435K K) —
(i+ 3j+ 5k) - (71+7J+7) 5.

| &1

d:prOj5B:B‘ﬁ5:B"

=
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P(X.y.2)

<7

X

1.4 ON baasi teisendamine, ortogonaalteisendused.

ON baase voib valida l6pmata mitmeselt. Kui {€;} on esialgne baas, siis mingi teise baasi
{€;} = {év, e} vektorid on esitatavad esialgse (vana) baasi vektorite lineaarkombi-

natsioonina

Baasiteisenduse maaravad 9 kordajat, mis moodustavad 3 x 3 teisendusmaatriksi A =
(ai)-
NB! Maatriksi esimene indeks nummerdab ridu, teine veerge; molemad indeksid voivad
olla kas primiga voi ilma, primiga indeks osutab uuele baasile, primita - esialgsele (vanale)
baasile.
Uurime teisendusmaatriksi elementide omadusi.

é}/ = Clj/z'é;‘ | * 6k

é}/é}c = a]-/ia-gk.

Arvestades ON baasivektorite skalaarkorrutise omadusi (1.16) saame

dgjlgk = aj/iéik = aj/k. (119)

Seega on ortogonaalteisenduse iihest baasist teise iileminekumaatriksi elemendid vordsed
uue ja vana baasi baasivektorite skalaarkorrutistega.

Ulesanne 22 On antud kaks iihise alguspunktiga parempoolset koordinaatsiisteems
(x,y,2) ja (2',y,2'). Ruumis asub punkt kohavektoriga

7= l’éi + y€2 + Zgg = 1’151/ + y’€2/ + Zlgg/ ehk

= 1?151 + 113'252 + 1'353 = Z’lé; = l’j/é}'/, (120)

kus {€;} ja {€x} on vastavalt esimese ja teise koordinaatsisteemi baasid. Avaldada .y, x
koordinaadid x', 1, 2" koordinaatide kaudu ning leida teisendusmaatriks A:

P =AF (1.21)

Lahendus. Korrutame vorrandi (1.20) é€-ga, siis arvestades ON baasi omadusi (1.16),
saame
Ty = $15151/ + $252€1/ + 1’35151/ = IL‘ié;‘é)lf (1.22)
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Korrutades vorrandit (1.20) vektoritega €y ja €3, saame vastavalt:

Ty = T;€;€

Ty = $i€i53’ (123)

Kirjutades vektori 7 erinevates ON baasides maatriksitena

L1 oy
r= ) s T_J = Tor y (124)
T3 T3

saame teisendusmaatriksiks

Gyey Eyé
Eyéy Eydy | . (1.25)

[y
~
—

A= (ay;) = (€r€)) =

TR
oL DL Dy

w

Kasutades Einsteini summeerimisreeglit, voime seose ¥ = A 7 panna kirja jargmiselt:

Selleks, et esialgse ON baasi {€;} teisendamisel oleks ka uus baas ON, peab teisendusmaa-
triks A olema nn ortogonaalmaatriks, st nii tema read kui veerud peavad olema omavahel
ortogonaalsed:

Qi Qg = (Si/j/ ja Qi Qi = 5kl- (1.27)

Niitame seda. Vektorite skalaarkorrutis €€}, teiseneb iileminekul iithest ON baasist teise
jargmiselt:
€y = (ayj€;)(ar1€l) = aijar€5€] = ayjardj.

Vorduse parema poole leidmisel arvestasime ON baasi vektorite omadust (1.16). Arves-
tades seda omadust ka vorduse vasaku poole jaoks saame

O = ai/jak/z(SjZ = Q' jAf g
Teine seos ON baasi teisendusmaatriksi omadustest on samamoodi toestatav.

Ortogonaalsuse tingimusi (1.27) voib sonastada ka teisiti: maatriksi A = (a;;) ja
transponeeritud maatriksi (read ja veerud on vahetatud) A" = (af;) = (aj;) korrutis
on iithikmaatriks

AAT =1, voi A™t = AT (1.28)

Ortogonaalmaatriksi tarvilik tingimus
detA = +1.

Baasiteisendusi, mille korral det A = 1 nimetatakse parisortogonaalteisendusteks, uus
baas saadakse sel juhul vana baasi pooramisel. Teisenduste det A = -1 korral lisandub
pooramisele veel mone baasivektori suuna muutmine (peegeldamine).
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(1.27) kohaselt on ortogonaalteisenduse korral poordmaatriks A~!, mis teisendab
uue baasi {e€y} tagasi vanaks baasiks {€;}, vordne transponeeritud maatriksiga, siis
analoogiliselt valemile (1.18):

€; = (a_l)ij/é}/ = (aT)ij/é’j/. (129)

Pohireeglid Einsteini summeerimiskokkuleppe kasutamisel:

1) indeksid, mille iile ei summeerita ehk vabad indeksid peavad vorduse molemal pool
olema samasugused,

2) summeerimisindekseid voib téhistada suvaliselt,

3) kordsetes summades tuleb iga summeerimise jaoks kasutada erinevat indeksit,

4) kordsetes summades voib summeerimise jarjekorda muuta (sest summad on 16plikud).

Ulesanne 23 Olgu antud koordinaatsisteem (x,y,x). Kui me pdorame seda koordi-
naatsisteemi nurga o vorra imber z-telje, saame uue koordinaatsisteemsi (', y', 2"). Leida
teisendusmaatriks A.,.

Lahendus. Téhistame siisteemi (x,y,x)
baasvektorid €;, siisteemi (2/,y',2') - €, =7
(1,79 = 1,2,3). Vektorite & ja € va- Z=
heline nurk on siis «; €y, ja é; vaheline
nurk 7/2 — « ning €/ ja €3 vaheline nurk
/2. Vektori 7 suunakoosinused siisteemis
(z;) on seega cosa, cos(m/2 — «) ja 0
(cos(r/2) = 0). N
Analoogiliselt, vektori €5 suunakoosi- Yy
nused on cos(m/2 + a), cosa ja 0. €3 su- a
unakoosinused on 0,0,1. Arvestades, et
ON baasivektorite pikkus on 1, siis voime
valemi (1.25) abil kohe vélja kirjutada:

<y

a
X
X’
CoS (v cos(5 +a) 0 cosaw —sina 0
A, = | cos(5 — ) cos a 0| =1]sina cosa 0]. (1.30)
0 0 1 0 0 1

Ulesanne 24 Olgu meil ristkoordinaatide teisendus nagu kirjeldatud tlesandes 22.
Naidata, et teisendusmaatriks on ortogonaalne.

Lahendus. Leiame esmalt maatriksi A (1.25) poordmaatriksi.

Teisendusmaatriks seob omavahel 7 ja 7 jargmiselt: 7 = A7, poordteisendusmaatriks:

7= A",
Korrutades vordust
F: LEZé; = SL’j/é}'/
vektoritega €;, saame
T = Tj€j€;,
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mille maatrikskujul voime esitada jargmiselt:

T €161 €1 E3ey Ty
Ty | = | Gey ey ez Ty |,
I3 €16y €€y 3y Ty
millest saame L Ll
€1€11  €g9€1r  €e3€y
At = ééy éErey ey | . (1.31)
€16y €€y  E3€y

Niiiid voib otsese arvutusega veenduda, et AAT = I.

Ulesanne 25 Koordinaatsiisteemis (x,y,z) on vektor @ = 3¢, — 7€, — 4€. Leida selle
vektori avaldis koordinaatsisteemis (x',y,2'), mis on saadud ststeemist (x,y,z) selle
pooramisel umber y-telje 30° vorra.

Lahendus. Analoogiliselt iilesandega 31 on tuletatav teisendusmaatriks poorde jaoks
iimber y-telje nurga « vorra:

cosa 0 —sinao
A, = 0 1 0 . (1.32)
sinaw 0 cosa

Et @ = Ad, siis

a; c0s30° 0 —sin30° 3 33 4 9
a = 0 1 0 7= -7
ay sin30° 0  cos30° —4 3 -2V3

3./3 3
ehk @ — (T‘f i 2)51, ey — (5 _ 2\/5) &y,

Ulesanne 26 Uldine 3-baasi ortogonaalteisendus on esitatav kolme jarjestikuse poorde

resultaadina: 1) pdore nurga @ vorra tmber vektori €y 2) pdéore nurga
¥ worra umber vektori €y; 3) pdore nurga 1 wvorra tmber wvektori €Esn.
Nurki @, 0, nimetatakse Euleri nurkadeks. Harilikult 0 < ¢ < 2,
0< e <2r 0<9Y<m). Arvuta teisendusmaatriks! (Teisendusmaatriksi saab

kolme jarjestikuse poorde rakendamisel.

Lahendus. Nagu mainitud, on 3-ruumi ON-teisendus esitatav kolme jarjestikuse poorde
resultaadina. Need voivad olla poore timber €, siis imber €5, siis imber €3, kuid voib ka
esmalt timber €7, siis imber €3, siis taas timber €. Sellise teisendusmaatriksi nagu antud
iilesande lahenduses saab siiski nii: A = A, A, A, ja Euleri nurkadeks nimetatakse siiski
poordenurki juhul, kui on 2 podret (mis pole jarjestikused) iimber iihe ja sama telje.

Seega, arvestades, et

cos® siny 0
A, = | —siny cosy 0 |,
0 0 1
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1 0 0
A, =10 cos¢p sing |,
0 —sing cos¢
cosp sing 0
A, = | —sinp cosp 0],
0 0 1

voime kirjutada

cos®y siny 0 1 0 0 cosp singp 0
A=A, AA,=| —siny cosyp O 0 cosf  sin?d —singp cosp 0
0 0 1 0 —sind cosd 0 0 1
cosy siny 0 coS ¢ sin 0

= | —siny cosyp 0 —cos¥sing cosvcosp  sint
0 0 1 sinvsingp  —sindcosgp cosv

cos 1Y cos p — sin 1 cos ¥ sin cossin + sint cosdcos  sinsin v

= | —sin¢cosp —cosycosv¥siny —sinysinp + cospcoscosy cossin

sin ¥ sin ¢ —sin v cos ¢ cos v

1.5 Kahe vektori tensorkorrutis.

Vektorite d ja b tensor- ehk otsekorrutis @ ® b on protseduur, mis viib 3-mootmelisest
vektorruumist 9-mootmelisse lineaarsesse vektorruumi.

Téahistades n-mootmelise vektorruumi V", kui d’,g € V3, siis voime Oelda, et vektorite
aja b tensorkorrutis on binaarne kujutis, mis viib vektorruumis V? vektorruumi V?:
V3V3 -V ad® be V. Selle protseduuriga seatakse kahele kindlas jarjekorras voetud
vektorile vastavusse uus objekt (tensorkorrutis soltub vektorite jarjekorrast).

Tensorkorrutise omadused:
1. Uldiselt a® b # b® a
2. Distributiivsus

3. Assotsiatiivsus reaalarvuga korrutamise suhtes

-

(ad) @b=a® (ab) = a(@®b) (1.34)

Omaduste (1.33,1.34) pohjal on vektorite tensorkorrutis esitatav ON baasivektorite ten-
sorkorrutiste €; ® €; lineaarkombinatsioonina

A0b = (a;8) @ (b;&;) = a;b,¢; ® &) (1.35)

Seega baasivektorite 9 erinevat tensorkorrutist voib késitleda uue objekti baasina {€; ®¢€j }
ja 9 korrutist a;b; moodustavad vektorite tensorkorrutise koordinaatide maatriksi

-
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Lihtsuse (voi néitlikustamise) mottes voime selle uue 9-mootmelise vektorruumi baasivek-

torid F;,i =1,...,9 valida siis jargmiselt:
E, =¢é ®e, Ey =€) ® é, E; =¢é ® és,
E4 :gg®51, E5 :€2®€2, E@ :€2®€3, (137)
E; =& ® e, Ey = &3 ® e, Ey = é3 ® é3.

Vektorite tensorkorrutise komponendid voime esitada siis uue baasi kaudu jargmiselt.

-,

Néiteks (@ ® )y = a;b; =T]; =T}, kus 4,5 = 1,2,3, k=1,...,9.
Ulesanne 27 Arvutada tensorkorrutiste @ @ b ja b®a maatriksid, kui
a=(1,-1,2) b=(3,0,1)
Esitada tensorkorrutis @ ® b baasivektorite lineaarkombinatsioonina.
Lahendus. Vastavalt vordusele (1.35)
(@@ =aby =3, (@@ =aiby=0, (ZQb)13=aibs=1

jne. Kokkuvottes voime kirjutada:

(3 0 1
iob=|-3 0 -1
6 0 2

voi pikemalt - baasivektorite lineaarkombinatsioonina:

GRD=3C, 06+ Q¢ — 36 QE —C @ + 68 @ &) + 263 R &

) 3 -3 6
b@di=|0 0 0
1 -1 2

Ulesanne 28 Millised on jargmise tensorkorrutise tequrvektorid?

3 2 -1
C=|-3 -2 1
6 4 =2

Vastus: Olgu A =a ® 5, siis @ = (1, -1, 2), b= (3,2,-1).

Tensorkorrutise omadusest 3 jareldub, et tensorkorrutis jaab muutumatuks, kui iihte te-
gurit korrutame teguriga « ja teist teguriga 1/a. Korrutades vektorit @ —1-ga ja jagades
b —1-ga, siis saame a@ = (—1,1,—2), b = (—3,—2,1), mille tensorkorrutis annab sama
tulemuse.
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1.6 Tensorkorrutise koordinaatide teisenemine.

3-ruumi ON baasiteisendustel
€y = irj€;

teiseneb ka tensorkorrutise baas

€y & é}'/ = ai/kaj/l(?k ® €. (138)

Ulesanne 29 Leida eeskiri, kuidas teiseneb wvektorite d; ja [;; tensorkorrutis ON
tersendusel.

Lahendus. Ortogonaalteisendusel teisenevad vektori koordinaadid nagu baasivektorid
Qi = Qg1 Qj.

NB! Kummagi vektori jaoks on erinevad summeerimisindeksid (vastavalt Einsteini sum-
meerimisreeglile). Rakendades seda teisenduseeskirja molemale vektorile, saame

— -

(C_I: X b)ilj/ = ai/kaj/lakbl = ai/kaj/l(cf (24 b)kl; (139)
st, et tensorkorrutise molema indeksi suhtes rakendub vektori koordinaatide (voi baa-

sivektorite) teisenduseeskiri.

Lisatilesanded

Ulesanne 30 Olgu antud vektorid @ = (2,4,1), b= (3,-2,1), ¢ = (—1,—-1,2). Leida
vektorid

1)d=a+2b

2) &=2i—b+2¢

3) T ja y, mis rahuldavad vorrandeid:

3T+ G=2a+0b
2T+ 47 = a — 2b.

Ulesanne 31 Lennuk lendab 200 km lidne suunas ja seejarel 150 km suunas, mis asub
lddnesuunast 60° pohja poole. Leida kogu ldbitud vahemaa a) graafiliselt, b) analiiitiliselt.

Ulesanne 32 Toestada, et kolmnurga mediaanid lotkuvad koik tihes punktis, mis
‘kolmitab’ need mediaanid.

Ulesanne 33 Eeldades, et d, l;ja ¢ on lineaarselt soltumatud vektorid, wurida, kas
jargmised vektorid on lineaarselt soltuvad voi soltumatud.:

=20 —3b+¢C  Tp=3T—5b+2C  i=4G—5b+7¢
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Ulesanne 34 Baasivektorid ai, ds, az on antud baasivektorite 51, 52, 53 kaudu jargmaselt:
@ = 2by + 3by — by, s =by — 2by +2bs, iy = —2b; + by — 2bs.

Kui f: 351 — 52 + 253, avaldada fvektom’te ai, do, a3 kaudu.

Ulesanne 35 Uurida, kas jargmised vektorite hulgad on lineaarselt soltumatud wvoi
soltuvad:

1) a= (2717_3)7 g: (1707 _4)7 ¢= (4’3’_1)
2) a= (15_372)7 5: (27 _47_1)’ ¢= (3’2’_1>

Ulesanne 36 Téestada, et vektorid @ = 35—1—5’—215, b= —?+3j+4l§, c= 4?—25'—615 voivad
moodustada the kolmnurga kuljed. Leida selle kolmnurga kiljepikkused ja mediaanide
pikkused.

Ulesanne 37 Olgu antud vektorid a = 2€, + aéy + €3 ja b = 4e| — 2ey — 2€3. Leida o
eeldusel, et vektorid @ ja b on omavahel risti.

Ulesanne 38 Olgu antud koordinaatsisteem (x,y,x). Kui me pddrame seda koordi-
naatsisteemi nurga 9 vorra imber y-telje, saame uue koordinaatsisteemi (z',y', z"). Leida
teisendusmaatriks A, .

Ulesanne 39 Arvutada tensorkorrutiste @ ® b ja boa maatriksid, kui

i=(5-31) b=(1,2-2).

Ulesanne 40 Millised jargmised 3 X 3 maatriksid on kahe vektori tensorkorrutiste maa-
triksid ja leida mnende tequrvektorid.

3 2 1 1 0 2
c=|-2 21|, D=[-10 -2
5 3 0 30 6
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2 Tensorid.

2.1 Teist jarku tensorid. Tensori komponentide teisenemine ON
teisendustel.

Kahe vektori tensorkorrutisi voib liita liites nende vastavad (so tihesuguse indeksipaariga
nummerdatud) koordinaadid, kuid summa @ ® b+ @® d ei ole iildiselt esitatav mingi
kolmanda vektoripaari tensorkorrutisena. St kahe vektori tensorkorrutiste hulk ei ole
liitmise suhtes kinnine ega saa moodustada lineaarset ruumi.
Liitmise ja reaalarvuga korrutamise suhtes kinnise hulga moodustab 2. jarku tensor T, mis
on matemaatiline objekt, mis on baasis {€;®e; } madratud tema koordinaatide maatriksiga
Tz‘ji
T =T,;6 ® €. (2.1)

Meie tahistame tensoreid tavaliselt paksus kirjas T, tildlevinud tahistust pole, sama ten-
sori komponente - (T);; voi Ty
Baasi teisendusel €y = a;;€; teisenevad tensori koordinaadid nagu vektorite tensorkor-
rutise koordinaadid (1.39):

Tilj/ = ai/kaj/lTkl. (2.2)

Arvutamiseks on (2.2) otstarbekas esitada kolme maatriksi korrutisena
T = AT AT (2.3)
kus A = (ai’k)7 AT = (alj/), T = (Tkl) ,TI = (T;‘/j/).

(Arvestades maatriksite korrutamise reegleid, peame kirjutama (2.2) nii, et korvuti aset-
seksid iithesugused indeksid:

T =Ty = amTay = apTi(an)’ = AT AT,

Einsteini summeerimisreeglit arvestades voime tegurite asukohta indekseeritud korrutises
vabalt muuta.)

2.jarku tensori voime defineerida kui matemaatilise objekti, mille koordinaadid 7j;
teisenevad vektorbaasi {€;} ortogonaalteisendusel valemi (2.2) kohaselt (tensor jaab ON
teisendustel invariantseks).

Defineerime 2. jarku tensorite summa ja korrutise reaalarvuga « jargmiselt:

T+U=(T+U)e®e = (1; + Uye ® ¢, (2.4)
aT = (aT);;6 ® €; = (oT3)é; @ €. (2.5)

Nagu néha valemist (2.5), korrutatakse tensori korrutamisel arvuga selle arvuga tensori
iga koordinaati.

On olemas liitmise suhtes neutraalne element nulltensor O = 0, mille maatriks on null-
maatriks ja iga T korral leidub vastandtensor T/ = —T nii, et T+ T’ = 0. Saab lihtsalt
ndidata, et valemitega (2.4-2.5) defineeritud liitmistehe on kommutatiivne ja assotsia-
tiivne, korrutamine molema teguri suhtes distributiivne ja assotsiatiivne reaalarvulise
teguri suhtes.
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Ulesanne 41 Naidata, et 2.jarku tensorite ruum moodustab 9-maootmelise lineaarse vek-
torruumia.

Lahendus. Kuivord iilal defineeritud 2. jarku tensorite liitmine ning arvuga korrutamine
rahuldavad vektoralgebra reegleid (vt. pt 1.1), siis on tensorite ruum lineaarne vektor-
ruum.

Selleks, et naidata, et see on 9-mootmeline vektorruum, peame néitama, et baasivektorite
tensorkorrutiste €; ® €; lineaarkombinatsioon

mis on 2.jarku tensor, on null parajasti siis, kui koik kordajad A;; on korraga nullid. Selleks
arvestame, et (€;)r = d; (vektoril €; on ainus nullist erinev komponent i-s komponent.
Seega lineaarkombinatsiooni (2.6) koordinaadid

(Xij€ ® €j)k = Nijoikbji = A

Jarelikult on lineaarkombinatsioon (2.6) null parajasti siis, kui A\;; = 0 ning jarelikult
on baasivektorite 9 voimalikku tensorkorrutist lineaarselt soltumatud - ruum on 9-
mootmeline.

2.2 Tensorite simmeetriaomadused. Tensori jalg.
2.jarku tensor T on siimmeetriline, kui tema koordinaatide vahel kehtib seos
Ty = Ty (2.7)
ja antisumeetriline, kui
N (2.5)

Stimmeetrilisel tensoril on 6 soltumatut koordinaati Th1, Tae, To3, Tia, Ti3, Th3, an-
tisimmeetrilisel 3: T12, T13, T23, (TH = T22 = T33 = O)

Ulesanne 42 Téestada, et baasi {€;} ortogonaalteisendustel sdiluvad 2. jarku tensori
summeetria ja antisimmeetria.

Lahendus. Lahtume tensori koordinaatide teisendusvalemist (2.2) Ty ;0 = aypa;Th.
1. Stimmeetria toestamine.
Olgu Ty = Tjy.
Ty = apranTy = appanTiy = amaypTy = Ty

Siin vahetasime vorduses indeksid £ ja [ omavahel parast simmetriaomaduse kasutamist
ara.
2. Antisiimmeetria toestamine.
Ty = =Ty

Ty = aigajnTy = —apkajly = —amajly = —Tjy.

Suvalist 2.jarku tensorit T voib alati nii stimmetriseerida kui ka antisimmetriseerida
Sy = (T, + T (2.9)
Ay = LTy —T), (2.10)

)
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Nagu valemitest (2.9), (2.10) ndha, voime iga tensori esitada tema stimmeetrilise ja an-
tisimmeetrilise osa summana:

Ty = Sij + Aj. (2.11)

Ulesanne 43 Ndaidata, et tihiktensor 1 jaab baasi ON teisendustel samaks.

Lahendus. (I);; = 0;;. Baasi teisendusel muutuvad tensori koordinaadid vastavalt valemile
(2.2), kasutades siis veel teisendusmaatriksi ay; omadust (1.27), saame:

6ijak’ial’j = Qpjarj = Oprrr

2. jarku tensori jaljeks nimetatakse selle tema maatriksi diagonaalelementide summat
TrT=SpT=T; (2.12)
Tr - trace (inglise k.), Sp - spur (saksa k.).
Ulesanne 44 Naidata, et tensori jalg on tnvariantne baasi teisenduste suhtes.
Kasutades ortogonaalmaatriksite omadust (1.27):
agayy = O

saame
Tr'T = Tyyp = ayjap T, = ST = Tj;.

2.3 Korgemat jarku tensorid. Tehted tensoritega.

p-jarku tensor T® on 3P koordinaadiga Tj,4,..;, maaratud matemaatiline objekt, mille
iga indeksi jaoks rakendub 3-ruumi ON baasi {€;} ortogonaalteisendusel €; = a;;€;
teisenduseeskiri by = a;;b;:

(2.13)

Ty i = Qi g1 Qilyjy - - Qg g, T]

1%9--:2p 1j2~--jp'

(Tensor on matemaatiline objekt, mis jadb baasi ON teisendustel invariantseks.)

Ka p-jarku tensorid moodustavad lineaarse ruumi: nende hulk on kinnine liitmise ja
reaalarvuga korrutamise suhtes, kusjuures analoogiliselt 2. jarku tensoritega taanduvad
need operatsioonid tensoritega operatsioonidele tensori koordinaatidega.

Valemist (2.12) néhtub, et skalaar on 0-jérku tensor, vektor esimest jérku tensor.

Liita voib vaid sama jarku tensoreid, kusjuures liita tuleb vastavad koordinaadid .

Ulesanne 45 Leida vektori @ = (3,0, 1) ja 2.jdrku tensori

T =

~ &~ =
co ot o
O O W

tensorkorrutis S =T ® a.
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Lahendus. Kahe tensori otse- ehk tensorkorrutis on defineeritud jargmiselt: T®) @U@
on (p+q)-jarku tensor

(T(p) X U(q))zl i3 ooip G172 - dg - E1 12 ... 1p Uj1 J2-Jq* (214)

St korrutada tuleb omavahel koiki koordinaate.

Seega on 2.jarku tensori ja vektori tensorkorrutis 3. jarku tensor, mille koordinaadid on
jargmised:

St = Thay = 3, S1i2 =0, Sus =1,

S121 = Trza1 = 6, S22 = 0, Sha3 = 2,

S131 =9, S132 =0, Si33 = 3,
S = 12, So1a = 0, Sa13 = 4,
Sa91 = 15, Sazo = 0, Saz3 = 9,
So31 = 18, Saza =0, Sazz = 6,
Ss11 = 21, S312 = 0, S313 =17,
S391 = 24, S329 = 0, S323 = 8,
S331 = 27, Sz32 = 0, S333 = 9.

Ka arvu ja vektori korrutis on tegelikult O-jarku ja 1.-jarku tensorite tensorkorrutis.
Ulesanne 46 Ahendada eelmises ilesandes leitud tensor S kahe esimese indeksi Jjargi.

Lahendus. p-jarku tensori ahendamisel mingi indeksipaari jargi voetakse need vordseks
ja siis summeeritakse.
Seega

c; = Sij = S + S + Sa3j, saame
¢ = (45,0,15)

Ahendamisel, analoogiliselt 2.jarku tensori jélje leidmisele, viheneb tensori jark kahe
vorra. (Ahendamist nimetatakse ka vahel harva mingi indeksipaari jargi jalje leidmiseks,
kuid ei téhistata enam Tr).

Ahendamisel ei pruugi indeksid asetseda korvuti. Naiteks 3.jarku tensorit koordinaatidega
T;jr saab ahendada kolmel viisil:

Tiji, T;i; Tj;  ja saadakse nii tildiselt 3 erinevat vektorit.

Ulesanne 47 Leida vektorite @ ja b tensorkorrutise jalg.

Lahendus. . . .

St vektorite @, b skalaarkorrutist vaib kisitleda vektorite ahendatud tensorkorrutisena.

Suvaliste tensorite T ja U@ korrutise T - U@ voime defineerida kui nende tensorite
keskelt (s.o esimese teguri viimase ja teise teguri esimese indeksi jargi) ahendatud otseko-
rrutise:

() . 1 — (») (9) -7 I
(T U )'L'l ’i2 ~~~ip—1j2 ].3 ]q — (T ® U )il i2 ...’ip_l “]2 jq - 7-'11 12 ...Zp_lz U’ng...]q .

Tulemuseks on (p 4+ g — 2)-jérku tensor.
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Ulesanne 48 Leida, kuidas teisenevad tensori

Ji 0 0
J=1 0 J 0
0 0 Jss

komponendid baasi {€;} piordel imber z-telje.

Lahendus. Pooret imber z-telje kirjeldab teisendusmaatriks

cosae —sina 0
A, = | sinaa cosa O
0 0 1

Kasutades tensori teisendusvalemit (2.3), leiame

cosae —sina 0 Jai 0 0 cosae sina O
J =A,JAT = | sina  cosa 0 0 Jey O —sina cosa 0)
0 0 1 0 0 Jss 0
cose —sina 0 Jipcosa  Jypsina
= | sinae cosa O —Jo9 Sin a J22 CoS &
0 0 1 0
Ji1 cos? a + Jao sin? o Ji1sin o« cos a — Jogsin a cos av O
= | Jyisinacosa — Jog sin arcos a Jy1sin? a0 + Joe cos? a 0
0 0 Ja3
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2.4 Vektorkolmiku orientatsioon.

Mittekomplanaarsete vektorite jarjestatud

kolmikut d, l;, ¢ nimetatakse paremori-

enteerituks ehk parempoolseks, kui

kolmiku vektorid parast tihisesse alguspunkti re
kandmist asetsevad nii, nagu saavad asetseda
parema kae poial, esimene sorm ja peopessa
pooratud teine sorm.

Voimalikud on ka ekvivalentsed sonastused:
paremorientatsiooni korral asub kolmas vek-
tor ¢ vektoritega a ja b miiratud tasandist
sealpool, kust vaadates lithim poore vekto-
rilt @ vektorile b toimub vastupidi kellaosuti
litkumise suunale.

)

v

21

Teist voimalikku orientatsiooni, kus kolmiku
ithe vektori suund on vastupidine parem-
poolse siisteemi  vektorile nimetatakse
vasakorienteerituks ehk vasakpoolseks.

Kolmiku orientatsioon ei muutu, kui vek-
toreid tsiikliliselt imber paigutada ((a, b, ),
(b, @) ja (€ @,b) on sama orientatsiooniga),
kuid kui vahetada mistahes kaks vektorit voi
muuta tihe vektori suund, muutub kolmik -
vastupidi orienteerituks. b

1!

v

Ka 3-ruumi ON baasid jagunevad parem- ja vasakorienteerituteks. Péarisortogonaal-
teisendustel (determinant on +1) séilib baasi vektorite orientatsioon, teisendustel de-
terminandiga -1 orientatsioon muutub.

Pseudoskalaar on arvsuurus, mille mark muutub vastupidiseks baasi orientatsiooni muu-
tumisel.

Néiteks vektorkolmikule a, 5, ¢ ehitatud rooptahuka ruumala loetakse kolmiku parempool-
suse korral positiivseks, vasakorientatsiooni korral negatiivseks.

Pseudovektor on pikkuse, sihi ja suunaga maaratud vektorilaadne objekt, mille suund
muutub orientatsiooni muutumisel vastupidiseks. Elementaarkursustes, kus piirdutakse
parempoolsete baasidega ja péarisortogonaalteisendustega, pole vajadust pseudosuurusi
kasutada. Pseudovektori suuna soltuvust orientatsioonist saame arvestada, kui vektori
koordinaatide teisendusvalemisse r; = a;;r; lisada tegur det A:

ry = detA ay;rj, (f — pseudovektor), (2.15)

2.5 Vektorkorrutis.

Vektorite a ja b vektor- ehk ristkorrutis @ x b on méiratud jargmiste tingimustega:
1. |@ x b| = |d||b| sin ¢, kus ¢ on @ ja b vaheline nurk;
2. @ x b on risti tegurvektoritega a ja b;
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3. Kolmik (a, g,d X l;) on paremorienteeritud baasis parempoolne, vasakorienteeritud
baasis vasakpoolne.

Nagu definitsioonist néha, on vektorkorrutis pseudovektor.
Jareldusi:
1. Kui @l|b, siis @ x b = 0.
2. Vektorkorrutise moodul |@ x l;| on vordne vektoritele @ ja b ehitatud roopkiiliku pin-
dalaga.
3. ON baasi korral
€3 = €1 X €y, €] = €y X €3, €y = €3 X €1 (2.16)

soltumata baasi orientatsioonist.

Vektorkorrutise omadused:
1. antikommuteeruvus @ x b = —b x @ :

2. assotsiatiivsus skalaarse teguri suhtes (@) X b= @ x (ab) = ad@ x b;
3. distributiivsus liitmise suhtes (@; + @) X

Ulesanne 49 Naidata, et vektorkorrutis on antikommuteeruv.
Lahendus. Olgu meil tegemist paremorienteeritud baasiga. Téhistame
ixb=7¢ bxd=2.
Vektorite ¢ ja ¢ moodulid:
@ = |al[bl sin g,

Seega |c] = |@]. Vektorid @b, & moodus-
tavad paremorienteeritud vektorkolmiku.
Analoogiliselt ~ moodustavad  paremori-

enteeritud vektorkolmiku b,d,c. Nagu
jooniselt ndha, on ¢ T] &. Vektorid ¢

ja @ on moodulilt vordsed ning suunalt

vastassuunalised. Seega

@xb=—bxa.
Ulesanne 50 Leida vektorite @ = a;€; ja b= b;e; vektorkorrutis koordinaatkujul.
Lahendus. Tihistame &= @ x b.  on risti tegurvektoritega a ja b, seega

-

c=0, c=0

=

ehk

A1Cq + A2Co + a3C3 = 0
b161 + bQCQ + 6303 = 0.

Ellimineerides siit vastavalt c;, co ja c3, saame

1 . Co . C3 -4
agbs — azby asb; — a;bs a1by — azby .
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Sellised vordused saavad kehtida vaid juhul, kui nad koik on vordsed mingi konstandiga,
mille oleme tahistanud A-ga. Siit saame

cl = A(agbg — agbg)
Cy = A(a3b1 — albg)
C3 = A(CleQ — a2b1>.

Vektori ¢ mooduli ruut:

c? = g4+ =Aai b5+ b3) + a3 (b + b3) + az(b] +b3) —
- 2(&2[)2&3[)3 -+ a1b1a3bg -+ alblang)]. (217)

Arvestades niiid, et .
03+ 1) = B — )

ja analoogiliselt ka a3 ja a3 jaoks, siis asendades saadud tulemuse vordusse (2.17), saame

c? = A(d®+ a2+ a2)b 2 — (ar1by + asby + azbs)?] = A%[a@ %6 2 — (a@b)?]

= A%(@%2— a2 2cos®p) = A%T b %(1 — cos® ) = AT 2b *sin® .
Kuid teisalt, vektorkorrutise definitsiooni arvestades
@ = [al|b] sin .
Seega A = £1. Valides A =1 (paremorienteeritud baas), voime kirjutada
E=ax b= (asbs — ashs)& + (asby — arb3)@ + (arbs — asby )& (2.18)

Maatriksi abil voime selle esitada jargmiselt:

€1 € €3
a x g: a; Qo as :é‘ijk@_;;ajbk, (219)
ap by b3
kus
1, kui ijk on 123, 231, 312;
ek =4 —1, kui ijk on 132, 213, 321; (2.20)

0, kui vahemalt 2 indeksit on vordsed.

Ulesanne 51 Leida vektorite @ = (1,-3,2) ja b= (3,1,2) vahelise nurga ¢ siinus.

b
Lahendus. Vektorkorrutise definitsioonist saame sin ¢ = |L I l|; . Kasutades seost (2.19),
a x

saalme
axb= —851 + 452 + 1053

Arvestades, et suvalise vektori moodul |F] = \/rf + r3 + 13, leiame



Ulesanne 52 Leida kolmnurga pindala, kui tema tippudeks on punkti R = (a, b, c) rist-
projektsioonid koordinaattelgedel.

Lahendus. Punkti R projektsioonid koordinaattelgedel on A = (a,0,0), B = (0,b,0),
C' = (0,0,¢) (vt joonist allpool). Kolmnurga ABC pindala on avaldatav vektorite AB =
(—a,b,0) ja AC = (—a, 0, c) kaudu:
1
SABC = 5’1@ X ﬁ’

Valemist (2.19) saame AB x AC = (bc, ac, ab) ning seega

1
Sapc = 5\/(12()2 + a2b? + b2c2.

2.6 Liitkorrutised.

Ulesanne 53 Leida segakorrutise (pseudoskalaari)

@b = (@ x b)é = a@(b x &) (2.21)
avaldis koordinaatkujul.
Lahendus.
R a; Qa9 as
c‘i(b X 5) = cf(%kejbjbk) = 5ijkaibjck = b1 bg bg . (222)
C1 Co C3

Arvestades maatriksi €;;, omadusi, voime kirjutada ka:

—

abc = bca = cab = —acb = —bac = —cba.

Segakorrutist tahistatakse mitmel moel:
abc = (@ x b)@=a(b x &) = (@, b, ). (2.23)

Nagu valemist (2.23) ndha on segakorrutise rakendamisel tulemuseks skalaar.
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Ulesanne 54 Naiidata, et kahekordne vektorkorrutis @ x (l; X €) avaldub kujul:
@ x (b x &) = b(ac) — &ab). (2.24)

Lahendus. Kirjutame sulgudes oleva vektorkorrutise lahti:

a x (5 X 6) = ax [51(6263 — bgCQ) + 52(()301 — blcg) + 53(6102 — bgcl)] =
= 51 [0,1 (b102 — bgCg) — ag(bgcl — 6103)] + 52 [ag(bQCg — bgCg) — al(blcg — b261)] +
+ 53 [CLl (bgCl - blcg) — CLQ(bQCg — bgcg)].

Niiiid liidame ja lahutame samaaegselt €7 jarel sulgudes olevale avaldisele a1bic;, €5 kor-
dajale asbocy ning €3 kordajale azbscs, siis saamegi

@ x (b x &) = b(@e) — &ab).
Vektorkorrutiste skalaarkorrutis (skalaar) on avaldatav kujul:

(@ x B)(& x d) = (¢)(5d) — (ad) (5. (2.25)

Ulesanne 55 Lihtudes skalaar- ja vektorkorrutise geomeetrilisest tolgendusest pohjendada
segakorrutise seos neile vektoritele ehitatud rooptahuka ruumalaga.

Vektorkorrutise @ x b geomeetrilise
tolgenduse kohaselt on selle moodul
vektoritele @ ja b ehitatud roopkiiliku

pindala (vordle ka iilesandega 52). 4
S&,E:‘aXb‘ 7w b
Vektoritele a, g, ¢ ehitatud rocptahuka ¢ B '
ruumala o b
Vige = Sgplclcos = S;3lclsina /?\//900—(] R
= |@ x b]|d sin a = |abe]. i

2.7 Pseudotensor. Levi-Civita pseudotensor.

Pseudotensor on tensorilaadne objekt, mille koordinaatide teisendusvalemisse lisandub
analoogiliselt pseudovektorile (2.15) tegur detA. Niisiis 2. jarku pseudotensori korral
asendub valem (2.2) valemiga

Ti’j’ = detAai/kaj/lTkl. (2'26)

St, pseudotensor on matemaatiline objekt, mille koordinaadid teisenevad vastavalt
valemile (2.26).
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3-ruumi Levi-Civita pseudotensor E®) on 3. jirku ja tema koordinaadid on definee-
ritud valemiga (2.20)

1, kui ijk on 123, 231, 312;
Cijk = § —1, kui ijk on 132, 213, 321;
0, kui vahemalt 2 indeksit on vordsed.

Rakendustes kasutatakse tihti Levi-Civita pseudotensori otsekorrutisi mone teise ten-
soriga, mis on ahendatud nii, et itks summeerimisindeks on Levi-Civita pseudotensorilt,
teine indeks teiselt tegurilt. Naiteks vektorkorrutise avaldisest on néaha, et siin on Levi-
Civita pseudotensori otsekorrutist vektorite a ja b tensorkorrutiga kaks korda ahendatud

-

(C_l' X b)l = eijkajbk.

Arvutustes kasutatakse ka Levi-Civita pseudotensori otsekorrutist iseendaga. Selle voib
Kroneckeri stimboli abil avaldada jargmiselt:

€ijk€imn = 0i10jmOkn + im0jnkr + 0indi10km — 0i10jn0km — dim0j10kn — OindimOp.  (2.27)
Pseudotensori €;5, otsekorrutise iseendaga ahendamisel saame jargmise tulemuse.
€ijkEkmn = EijkEmnk = 5im6jn - 5in5jm7 (2~28)
eijk otsekorrutise iseendaga ahendamisel kaks korda saame jargmise tulemuse:

EijkEmjk = 20im. (2.29)

Ulesanne 56 Toestada seos (2.28).
Lahendus. Kasutame Kroneckeri siimboli omadusi d;;0,; = 0;x ja 0;; = 3, saame

Eijk€kmn = 52k5]m5kn + 5zm53n6kk + 6in5jk5km - 5zm53k5kn - (%kéjnékm - 5zn5]m5kk -
= 5in6jm + 351m5]n + 5in6jm - 5im5jn - 5zm5]n - 351n5jm = 6zm(5]n - 5m(5]m

Ulesanne 57 Kasutades Levi-Civita pseudotensori omadusi, ndidata jargmiste seoste

kehtivus.

1) abc = (d x b)c' = d(b x ©);
X

2) (@ x B)(@ x d} = (a)(bd)  (ad) (50).

&'l\}

Lahendus.
1) axb= 5,~jk€iajbk, cCxd= 5lmn€lcmdn-

- -

(6 X b)(EX d) - 6ijkgiajbk 6ln’mé’\lcmdn - 6ijkajbk 8l’rnncmdn(sil =
)

= ajbkcmdn(éjmékn - 5jn5km) = ajcjbkdk - ajdjbkck = (68) (ECB =
Siin kasutasime baasivektorite skalaarkorrutise omadust: €;¢; = d;; ja Levi-Civita pseu-
dotensori omadusi.

2) (@ % b) X (€% d) = (eij1Eiaibr) X (Etmn€iCmn) = €605 DkEmmnCmdnEpit€y =

= 5ijkajbkcmdn(5mp5m - 5mi5np)€p = (sijkajbkcpdi - eijkajbkcidp)é’p =

= (dab)¢ — (éab)d = (@bd) — (abd)d.
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Ulesanne 58 Kasutades komponente, toestada, et m-jarku pseudotensori ja n-jarku ten-
sori tensorkorrutis on m + n-jarku pseudotensor.

Lahendus. Olgu meil m-jarku pseudotensor P<"> komponentidega P;,;,. ;. ja n-jarku
tensor T<"~ komponentidega 7’; . Nende tensorkorrutis olgu S<™+"> = P<m>gT<">
komponentidega

1J2--Jn

T-

Sivig...imjrjn = b oo

1...%m

ON teisendusel teiseb P ja T tensorkorrutis jargmiselt:

det Aakllil Qe

mim

Skl kLl Py igavy, an, T g, =

ln

= det A&kllil c ak;nimal/ljl .. al'/njnsiln-imjlnjn'

Vorduse molemal poolele seisab m+n-jarku tensorilaadne matemaatiline objekt. Kuivord
siit on naha, et see teiseneb ON teisendusel vastavalt pseudotensori teisenemiseeskirjale,
siis on see m + n jarku pseudotensor.

Ulesanne 59 Kasutades komponente, toestada, et pseudotensori tihekordsel ahendamisel
saame pseudotensori, mille jark on 2 vorra madalam esialgse pseudotensori jargust.

Lahendus. Olgu meil m-jarku pseudotensor P komponentidega F;, ;. ON teisendusel
teiseneb see jargmiselt:

Pk’lk;n =det A Gk’lil ce ak;nimp

i1...0m "

Ahendame seda pseudotensorit j ja [ indeksi jargi, 1 < 7,0 < k, 7 # k, 7 < l. Saame
tulemuseks m — 2 jarku tensori komponentidega B, ;. ;. .i,,, mis ON teisendusel teiseneb
jargmiselt:

Pt bbby, = deb A gy ooy gy Qi Py i

Niiid arvestame, et s, Okgiy = 5k3k; ja seega on viimase vorduse vasakul poolel seisev
pseudotensor m — 2-jarku. (See, et ta on pseudotensor, on néha teisenduseeskirjast).

Ulesanne 60 Kasutades Levi-Civita simbolit, arvutada [(@ x b) x & x €.

Lahendus.

=, = -

[(6 X b) X 6] X C = 62]]95@[(6 X b) X E]jck = 5ijk€i5jlm<6 X b)lcmck =
= gijkgigjlmglnpanbpcmck = E:ijkétia/nbpcmck(5mn(5jp - 5mp5jn) =

—

= EijkCinbicrcr — €4jR€ia;bpCmCr = (55)(5 X C) — (Z;Ej(a X C).
Ijlesgnﬁne 61 Kasutades Levi-Civita simbolit, toestada, et segakorrutis
(@x b,bx¢ccéxa)=(d,b,c)>
Lahendus. Vorduse vasak pool:

(@ x g, b x C,Cx @) = g;jp(d x Z;)Z(g X €)j(€ X @)k = €ijkEitmWbmE jnpbnCpErstCsty =

= (5jl5km - 5jm5kl)albmgjnpbncpgkstcsat = gjnpgkstajbkbncpcsat - gjanksta'kbjbncpcsat
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Saadud tulemuse teine liige on null. (Naiteks &;,,b;bnc, = bb¢ = (b % b)& = 0, sest vektori
vektorkorrutis iseendaga on 0. See, et see liige on null, jareldub muidugi ka Levi-Civita
stimboli omadustest). Seega oleme saanud

(@ % b,b x &% @) = (@é)(abe) = (@bé)>.

Lisaiilesanded.
Ulesanne 62 Naidata, et vektorite tensorkorrutiste summat

aQb+ced

el saa esitada kahe teise vektori tensorkorrutisena, kui @ = (1,7,3), b = (=3,2,—1),

—

g=(3,4,5), d = (1,—1,0).

Ulesanne 63 FEsitada jargmised tensorid stimmeetrilise ja antisimmeetrilise tensori sum-
mana:

3 2 1 1 -3 2
c=|-22 1|, D=[-1 2 -2
5 30 3 —4 6

— —

Ulesanne 64 Arvutada @- T, I;-T, T-a, T-b,c?-T-g, b-T-d, kui

—

1
T=|3 G=¢+28 +38, b=A4& + 5é + 6.
1

Wk O
NGO

Ulesanne 65 Leida eelmise ilesande andmete pohjal Tr(T @ @) ja Tr(d @ T).

- -

Ulesanne 66 Naiidata, et vektorkorrutiste skalaarkorrutis (@ x b)(¢ x d) (skalaar) on
avaldatav kujul:

Ulesanne 67 Toestada, et

-,

(@ % b) x (¢ x d) = (abd)¢ — (abc)d = (&da)b — (édb)a.

1
Ulesanne 68 Leida tensori T = | 0

ordinaadid pdrast jargmaisi baasiteisendusi:

1 _1 9 4L 0

v o v o
DVA=\% » 0 4=\ 7 O

0 0 -1 0 0 -1
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Ulesanne 69 Kasutades Levi-Civita pseudotensori omadusi (2.27- 2.29), ndidata
jargmiste seoste kehtivus.

Ulesanne 70 Naidata, et
€ijkEmjk = 20im.

-,

Ulesanne 71 Kasutades Levi-Civita simbolit, arvutada [(@ x b) x & - b.

)

Ulesanne 72 Kasutades komponente, toestada, et kahe pseudotensori tensorkorrutis on
tavaline tensor, mille jark on vordne korrutatavate pseudotensorite jarkude summaga.
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3 Vektor- ja tensoranaliiiis

3.1 Skalaarvalja gradient

Kui moni matemaatilistest objektidest - kas skalaar, vektor voi tensor on maaratud kogu
ruumis voi ruumi mingis piirkonnas, siis oeldakse, et seda piirkonda kirjeldab vastav vali
(skalaar-, vektor-, tensorvali).

Skalaarvélja nditeks voib olla ruumi temperatuur 7' = T (M), rohk p = p(M) = p(z, vy, 2),
elektrivalja potentsiaal U = U(M). Vektorvilja néitena voib tuua elektrivilja tugevuse
E = E(M) = &E;(x,y, 2) (ristkoordinaatides), veevoolu kiiruste véli & = #(M).
Skalaarvalja kirjeldab ruumipunkti M tihene funktsioon

u=u(M). (3.1)
Ristkoordinaatides voib kirjutada v = u(x,y, z) = (x1, x9, x3), polaarkoordinaatides siis
u=u(r, ¢, ).
Pinnad
u(M) = e, kus ¢ = const, (3.2)
on vilja nivoopinnad. Naiteks sama- orad u

temperatuuripinnad, ekvipotentsiaalpin-
nad jne. Konstandi c erinevate vaartuste
korral saame nivoopidade parve. u
vaartus voib mones suunas muutuda kii-
remini kui teistes. Kui vaadata joonist,
siis ilmselt piirkonnas, kus nivoopinnad
(jooned) paiknevad tihedamalt, on ka u

vaartuse kasv ses suunas kiirem.
[gas ruumipunktis M on maaratud nivoopinna normaal, mille saame arvutada jargmiselt.

Nivoopinna vorrandi diferentseerimine annab meile jargmise valemi:
ou ou ou ou

du(z,y,z) = %dw + a—ydy + %dz = %dxi =0, (3.3)

kus
ds = dze, + dye, + dze, = dx;é;,

on puutepinna vektor. Tahistades nivoopinna normaalivektori stimboliga grad u,

0 0 0 0
g + e = Fp (3.4)

grad u = ¢ 3 ay " “o: " “om

voime seost (3.3) vaadelda puutujavektori ja normaalvektori ristseisu tingimusena (vek-
torite skalaarkorrutis on null)
ds -grad u = 0.

Skalaarvilja u(M) gradiendiks grad u(M) nimetatakse vektorit, mis on suunatud
funktsiooni kiireima kasvu suunas (seega nivoopinna normaali sihis) ja mille pikkus vordub
funktsiooni u(M ) muutusega pikkusithiku kohta selles suunas ning on méératud valemiga
(3.4). Gradient iseloomustab suuruse v muutumist ruumis, st ta on ruumiline kiirus.
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Ulesanne 73 Leida vilja v = 23 + > + 3yz? — baxy? gradientvektorid punktides M, =
(0,0,0) ja My = (1,1,2).

Lahendus.

grad u = (32° —5y%)é, + (3y* + 32% — 10zy)é, + 6yzé.,

grad ulp, = 0,

grad uly, = —2€, — €, + 12¢,.

Ulesanne 74 Arvutada gradiendid jirgmistest funktsioonidest: (ar)?, (ax71)?, kus 7
on punkti M = (xq,xs,x3) kohavektor, @ ja b on konstantsed vektorid.

Lahendus.

0
axi

2)  grad (@ x 7)* = grad (€ijkCiC; TkEImn€IamTy) = grad (€;1041€;0;TkEmnAmTy) =

1) grad (a@r)? = ¢ (a;xjarxy) = €i(ajdi;apy + ajr;a50k) = 2€;0;(arry) = 2d(ax)
= grad [(0jmOkn — 0jnOkm)a;jTram®,] = grad (a;a;z5Tr — ajrja8T)) =
0
= (6)25;6—@@ — 2d(ar) = 2(@)*€w04, — (aF)€a; = 2(@)*7 — 2a(ar).
L
J argnevates tilesannetes vaatleme skalaarvalja gradiendi omadusi ja tahendust lahemalt.

Ulesanne 75 Avaldada funktsiooni u(M) tuletis piki joont (ehk etteantud suunal) gradi-
endi kaudu.

Lahendus.  Olgu meil antud joon <, mille vorrandi voime parameetriliselt esitada

parameetri [ abil jargmiselt:
7 =7(l) = &uz;(1).

Parameeter [ on joone pikkus. Funktsiooni u tuletis piki koverat ~ on defineeritud

jargmiselt:
Au o u(M') —u(M)  (du(M)
dma=dmT s T Ua ) 3
Niiiid arvestame joone ~y parameetrilist esitust, siis saame
du(M d Ou(M) dx;(0 -
(%)7 = Sl = a(:cz- ! d; ) _gradu T=grad w(M),  (3.6)

= dr d.
kus [ = Z‘C’Zgo) ( cZZ> on joone 7y puutujasuunaline tithikvektor.
=0



Ulesanne 76 Leida valja u = 23+ y> + 3yz? — bxy? tuletis vektori i = (2,1, —2) suunas.
Lahendus. Selleks, et leida tuletis etteantud suunal, peame esmalt leidma vektori 77 suu-

nalise tthikvektori
. 7 21 2
Cp = Q7 — —, T, = .
|72 3’3" 3

Vilja u gradient on meil leitud tilesandes 73:
grad u = (32° — 5y°)&, + (3y* + 32% — 10zy)é, + 6yz¢..

Seega, vilja u tuletis suunal 7 on vastavalt valemile (3.6)

0 10 10 2 10
gu_ Eqgrad u =222 — =2 + 97 + 2> — —wy — dyz = 622 — Zy? + 2% — —xy — 4yz.
on 3 3 3 3

Ulesanne 77 Leida funktsiooni u(M) juurdekasv loplikul nihkel punktist M punkti M.

Lahendus. Funktsiooni juurdekasvu lopmata vaiksesel nihkel dl = ldl punktist M punkti
M’ saame valemi (3.6) abil:

du = u(M'") — u(M) = grad w(M) di. (3.7)
Funktsiooni muudu 16plikul nihkel leiame vorduse (3.7) integreerimisel:

M M -
Au = / du = / grad u dl. (3.8)

M M

Néitame, et funktsiooni muut ei soltu integreerimise teest. Votame integraali (3.8) iile
kinnise kovera 7, st integreerimise algus- ja lopppunkt langevad kokku:

Au = f]\ygrad wdl], =0
f]\]/\f grad u dﬂ71 +f]\]\4/[,grad u dﬂw =0

f]\]‘f grad u di],, = f]\]f grad u di].,.
Seega on gradientvalja joonintegraal mairatud integreerimistel alg- ja lopppunktidega
M ja M’ ega soltu neid punkte iithendava kovera ~ valikust. Kokkuvotvalt voime for-

muleerida skalaarvalja gradiendi jargmised omadused:
1. gradientvektor on suunatud skalaarvalja maksimaalse kasvu suunas;

d
2. gradientvektori moodul |grad u| = maX<d_?li>;
3. gradientvektor on risti skalaarvélja nivoopinnaga.

Gradiendi arvutamisel kehtivad jargmised reeglid:
1) Korrutise gradient

. ou _ o,
grad (uv) = e (uwv)e; = Ua—xie,- + ua—xieiv = grad u + u grad v. (3.9)
2) Liitfunktsiooni gradient
0 L df ou_ df
grad f(U) = 8xlf(U)€Z = @a—xiez = @grad u. (310)
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Ulesanne 78 Leida grad r ning grad f(r), kus 7 on punkti M (x4, xq,x3) kohavektor.

Lahendus. r = /x} + 13 + 2. Arvestades gradiendi omadusi saame

0 1 3
\J a2+ ad+ a3 = QQxizfzér. (3.11)
z 2/} + a3 + 23 r

i

grad r = ¢€;

Jarelikult on kohavektori gradient kohavektori suunaline iihikvektor.

Kasutades liitfunktsiooni gradiendi omadusi saame grad f(r) jaoks

grad f(r) = %grad r= f'(r)e.. (3.12)

Ulesanne 79 Mis suunas on funktsiooni u = x?yz> tuletis punktis My = (1,2, —1) mak-
simaalne ja kui suur see on.

—

Lahendus. Vastavalt valemile (3.5) on funktsiooni tuletis mingil suunal I (|I] = 1)

a bd
Sl lgrad u = |grad u| cos ¢,
ol

kus ¢ on grad u ja [ vaheline nurk. See skalaarkorrutis on maksimaalne, kui cosy = 1,

seega grad u 1T [, st
P . grad u
= C€grad u = )
grad lgrad u

grad u = (2zy2*, 2°2% 32%yz?), siit saame |grad u(M,)| = V/53,

- 4 1 6
I = |- , — , .
( Vb3 Vb3 53)
Funktsiooni tuletise suurus punktis M; on

Ou = |grad u|y;, = v/53.
o ),

Siimbolit grad voib késitelda kui operaatorit, mis rakendub skalaarsele funktsioonile u( M)
ja seab talle vastavusse vektori:

grad u(M) = g—ué’i.
£

Viimase vorduse parem pool annab selle operaatori rakenduseeskirja ristkoordinaatide

ON baasis {€;}. Seda vektoroperaatorit tahistatakse ka siimboliga V, mida nimetatakse
Hamiltoni operaatoriks del voi nabla:

0 -0 -0 =0
=V=¢—=i—+7— —. 1
grad €; B i + jay + k‘az (3.13)

Vektoroperaatori koordinaatideks on osatuletiste operaatorid

0

o (3.14)

grad, =V, =
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Ulesanne 80 Leida, kuidas teisenevad V' koordinaadid ON teisendustel.

Lahendus. Lahtume skalaarvélja gradiendi definitsioonist. Olgu meil skalaarvali u = u(x;)

ou
rad u = €;—,
(z;) . ou ou Ox;
Tir = XL I'Z' s g .
J J g 81‘]/ 8LUZ ale

Arvestades, et kohavektori koordinaadid teisenevad ON teisendusel jargmiselt: z;; =
a;1;Ti, Ti = A5 X5, Saale
ou Ju

= Qjr;=—.
J (9:1:'2

Ja seega teisenevad operaatori V koordinaadid nagu vektori koordinaadid

al'j/

Vj/ = aj/iV,-. (315)

3.2 Vektorvalja gradient.

Analoogiliselt skalaarvélja nivoopindadele voib defineerida ka vektorvélja @(M) koordi-
naatide nivoopinnad:

al(M) == Cl, CLQ(M) == 02, CL3(M) == Cg.

Nende nivoopindade parved iseloomustavad vektorvilja iihes kindlas ON baasis {é€;}.
Nagu skalaarvaljade puhul, saab ka siin leida vektorvalja iga koordinaadi intensiivseimat
kasvu kirjeldavaid objekte - vektori koordinaatide gradiente

grad a;(M) = aaé(xM)@ = ¢;V,a; = Va,. (3.16)

Vaatame, kuidas teisenevad vektori koordinaatide gradiendid ON teisendustel. Arves-
tades vektori koordinaatide teisendusvalemit (1.26) ap = ay;a; ja vektoroperaatori nabla
koordinaatide teisendusvalemit (3.15), voime kirjutada

Gaj/ . 8@[

3;5., = Vi’ aj’ = Qi'L aj’l a_xk (317)

See on tensori koordinaatide teisenemiseeskiri. Vektori gradiendi leidmisel oleme saanud
tensori.
Defineerime vektori @ = a;¢; gradiendi kui vektoroperaatori (V) ja vektori @ tensorkor-
rutise: 5

gradd=V®d= a—Jei ® €; = (grada);;€; @ €;. (3.18)

Ly

Seega voime Oelda, et vektorvélja d(xy, 29, x3), koordinaatidega a;(z1, x2, x3) gradient on
2. jarku tensorvali koordinaatidega T;;.
aaj

Tij = (grad @)y = 5~
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Ulesanne 81 Leida jgargmise vektor: gradientvali:
a(M) = (*+y*,y°— 2%, 2 —2?).

Lahendus. Koordinaatkujul

8@1 8a2 8&3
- ag - a1 a2 as
d ik — 5 t d =
(grad @) . s grad @ o oy
8@1 3a2 8@3
0z 0z Oz
Saame
2z 0 -2z
gradd= | -2y 2y 0
0 =2z 2z
— - - -
Vektori muut dd infinitesimaalsel nihkel MM’ = dl = dl | (kus [ — nihkesuunaline

tihikvektor) on esitatav vektori dl ja gradienttensori grad @ korrutisena (ahendatud ot-
sekorrutisena):

i =dl-grad@ chk  da; = dl; = (3.20)
3xj
ja tuletis suunas [
oa - oa; oa;
~— —[-orad@ ehk L, =L 21
g~ emes © ol ~ " o, (3.21)
Ulesanne 82 Leida jargmise vektorvalja tuletis vektori [= (1,-2,2) suunas:
a(M) = (2* + 2, y* — 22, 22 — 2%).
e C . I 22 .. .
Lahendus. Vektori [ suunaline ithikvektor on 77 = 3 733) Siis valemist (3.21) saame
oa _  Oay Oa; Oas  Oas
al " o 70a;" "7 Ba;" " Day
Kasutades niiid iilesande 81 tulemusi, saame
oa 2 n 4 4 4 2 n 4
—=|=-x+-y,—zy—=2z,—r+ =2 ).
or —\3" "3V 3V 377373
Ulesanne 83 Leida gradient kohavektorist.
Lahendus. Kohavektor 7= (1, xa, x3). Vastavalt gradiendi definitsioonile
L 0%, oo
grad 7= ——¢, ®¢€; =6, 0¢e; =L (3.22)

Gaci

Ehk teisisonu - kohavektori gradient on iithiktensor, millel on nullist erinevad komponendid
vaid diagonaalil ja need on vordsed ithega: (I);; = 6;;.

46



3.3 Tensorvalja gradient

Gradiendi moiste saab tldistada ka tensorviljadele. Nii nagu skalaarvilja gradient on
vektorvili ja vektorvalja gradient on 2. jarku tensorvili, siis gradient n-jarku tensorist
on n + 1-jarku tensorvali:

0 o S
grad T(n) =V X T(n) = %El]ﬁuﬂ'n € X €j; X...Q €jns (323)

mille koordinaatideks on tensori T koordinaatide koikvoimalikud osatuletised

" 0
(grad T™)yj, 5,5, = %leb.‘.jn' (3.24)

3.4 Vektorvalja voog. Pindintegraalid.

Olgu meil ruumis mingi pind S ning ruumis vektorvéli @(M). Pinna S voime jagada pin-
naelementideks dS, kusjuures eeldame, et igal pinnaelemendil on vali @(M) praktiliselt
konstantne. Pinnaelementi voime iseloomustada vektoriga dS =i ds , kus 77 on pinnaele-
mendi normaali iihikvektor (vt joonis).

Vektorvilja (M) vooks d¢(M) 1abi punk- i
tis M asuva orienteeritud pinnaelemendi
dS = dS it nimetatakse viljavektori @(M)
ja pinnaelemendi vektori dS(M) skalaar-
korrutist

dp(M) = @(M)dS(M) = a(M) i dS. S

(3.25)

Naiteks juhul, kui vektorvali kirjeldab kokkusurumatu vedeliku statsionaarset voolamist,
st @(M) on vedeliku voolamiskiirus punktis M, siis kiirusvektori voog vordub labi selle
pinnaelemendi voolanud vedeliku ruumalaga. Nt magnetvilja tugevuse voog jne.

Vektorvalja joonteks nim jooni, mille puutuja iihtib valjavektori suunaga. Valjajoonte
vorrandiks on puutujavektori ds ja véljavektori @(M) paralleelsuse tingimus:

dz

Qg @y a,

dy _ dz

(3.26)

Vilja joonte moistet kasutades voime Gelda, et vektori voog ¢(M) on vordne pinnaelementi
labivate valjajoonte arvuga.

Ulesanne 84 Leida viljajooned, kui @ = (x,4y,0).

Lahendus. Vastavalt valemile (3.26) on vélja joonte vorrand:
dv dy dz
r 4y 0
Siit saame, et z = const (vélja jooned paiknevad zy-tasapinnas). Teisalt saame Inx =

ilny +InC ehkz=C 4\/@ kus C' on integreerimiskonstant, antud juhul parameeter, mis
iseloomustab konkreetset valjajoont.
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Ulesanne 85 Leida telgstiimmeetrilise valja @ = r~™w X 7, kus W on konstantne vektor,
jooned.

Lahendus. Olgu meil @ suunatud a-telje suunas, st @ = (w,0,0). ¥ = (z,y, z). Siis
(0 _wz’ wy> .
rn rn

Vilja joonte vorrand on siis

r*dy B r*dz
wz  wy
Saame ) : o
Y < 2 2
A T hk =C
5 7 + 5 e Vo +z ,

mis on ringjoonte vorrand juhul, kui C' > 0.

Vektori voog labi kogu pinna S:

Dg = //J(M)dg(M) = //an(M)dS(M), (3.27)

kus a,, on vektori @ projektsioon pinnanormaali 77 suunale.

3.5 Pindintegraalide arvutamine.

1. voimalus. Pinna S vorrand on antud ilmutatud kujul z = z(z,y). Sel juhul

dasS
flx,y,2)dS = || f(z,y,2(z,y))—2, (3.28)
S// S[y COS"}/

kus S, on pinna S ja dS;, pinnaelemendi dS projektsioon zy-tasandile ning v on nurk
pinna normaali ja z-telje vahel: cosy = ne,. Eeldame, et pinnanormaal on suunatud
z-koordinaadi kasvu suunas.

Uldjuhul, kui pind on antud V6rrandiga f = f(x,y, z), siis selle pinna normaali suunaline

vektor on grad f = gi + % J+ a—k st normaali voime kirjutada
- 1 of - 0f - 0f
n= (8_IZ + a—y] + == o ) (3.29)

S () + @

Kui pinnavorrand on z = z(z,y), ehk z — z(z,y) = 0 (vrdl. f(z,y,2) = 0), siis voime
pinnanormaali iihikvektori esitada jargmiselt:

[un

1+ 0z +%2_§ _%_%1
o oy ox’ oy’ )’

ja seega saame valemist (3.28)

//f:vy, )dS = /fa:y, z(x,y)) \/1_'_(2;) —i—(g;) dx dy. (3.30)
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Integraalide (3.27,3.28) korral on eeldatud, et z-teljega paralleelsed sirged 16ikavad pinda
S iilimalt iiks kord, ehk teisiti, pinda méérav funktsioon z(z,y) on ithene. Kui funktsioon
z(z,y) on mitmene, nagu niiteks kinnise integreerimispinna (sfdéri) korral, siis tuleb
integreerida eraldi iile selle funktsiooni iiheste harude. Lihtsamal juhul tdhendab see
integreerimist tile kinnise pinna tilemise ja alumise poole. Peame vaid jalgima, et liikumisel
pinna ilemiselt poolelt alumisele muutuks pinnanormaal pidevalt, st kui tilemisel poolel
cosy > 0, siis alumisel cos~y < 0.

Ulesanne 86 Leida integraal
//\/1 — 22 — y?dx dy,
D

kus D on piirkond 2* +y* < a®, a < 1.

Lahendus.
Vai—z?
/Vl—xz—yzdxdy:/ / V1 y2dx dy.
D o _ a2
Laheme iile polaarkoordinaatidele:
T = pCos Y, Yy = psin g,
? +y? = p? dr dy = p dp dyp,

kus p on polaarkaugus ja ¢ polaarnurk. Sel juhul saame

//mdx dy = 7ds0</a ﬂpdp> = -0

3

Ulesanne 87 Leida pindintegraal //de kus S on sfidri x® +y*+ 22 = a? dilemine pool.

Lahendus. Lahtume valemist (3.30). z = \/a2 , D on sfaari projektsioon zy-
tasandile ehk piirkond, kus D = { (x y)|a? + }

0z x 82 B Y
or a2 — 32— o2 oy a2 — a2 — 42
Saame

//de // - ydrdy = a// rdzdy .
— 2 y a2 — 32 — 2

Minnes iile polaarkoordmaatldele, leiame

2 a 2w a

//xds_//—pcosgodpdgo_/cos(p dgo( _pdp )
S 00 \/m 0 0 \/m |

2m
Kuivord / cos ¢ dp = sin p|3" = 0, siis ka //de =0.
0
S
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Ulesanne 88 Tuletada valem vektori voo arvutamiseks:

S//c?dg = // a;c(x(y,z),y,z)dydz—l—l ay(z,y(z, 2),2)dedz +

Yz

// a.(x,y, z(x,y)) dz dy, (3.31)

Sy

kus Syy, Syz, Szz on pinna S projektsioonid vastavatele koordinaattasanditele; x = x(y, z),
y=1y(x,z) - pinna S wvorrandi alternatiivkujud.

Lahendus. Kirjutame // @dS lahti (skalaarkorrutis):

//adS // dsS = //ax z,y,z)cosa + a,(z,y, z) cos B+ a,(z,y, z) cosy)dS,

kus cos «, cos 3, cos~y on 7 suunakoosinused. Arvestades niiiid, et me voime avaldada
az(x,y,2) = a(z(y, 2),y, 2), analoogiliselt ka a,(z,y,z) ja a.(x,y, ) ning et dScosa =
dy dz, dS cos f = dx dz, dS cosy = dx dy, siis saamegi

//ad§ - // 0u(2(y, 2),y, ) dy do+ // 0 (2, y(z, 2), =) dx do+ // 0.(z,y, (2, y)) dz dy.

2. voimalus. Pinna S vorrand on esitatud parameetrilisel kujul
r=zxz(u,v), y=ylu,v), z==z(u,v).

ja pinnale S vastab parameetrite w, v muutumispiirkond A. Siis

//f(x,y, z)dS://f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))mdudv, (3.32)

ox\°>  [oy\® [0z\° ox\°>  [oy\® [0z\°
p=(5) () (&) o= (5) + () +(5)
8$0x+8y8y+8z8z
Oudv Oudv Oudv

ja
F =

Seega taandub pindintegraalide arvutamine molemal juhul kahekordsetele integraalidele

(3.30) voi (3.32), st integraalidele
//F(x, y)dzx dy.
D
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Muutujate vahetus kahekordses integraalis. Kui funktsioonid = = z(u,v), y =
y(u,v) on koos oma 1. jirku osatuletistega pidevad mingis uv-tasandi kinnises piirkonnas
D’ ja méairavad tiksiihese vastavuse piirkonna D’ ja xy-tasandi piirkonna D vahel, siis

// F(z,y)dz dy = // Fla(u,v), y(u,v)] |J]dudo, (3.33)

kus jakobiaan

D(z,y) |5 %
= =|9Qu v 3.34
D(e.0) ’ G o (3:34)

Tingimus J # 0, kui (u,v) € D’ kindlustab iiksiihese vastavuse piirkondade D ja D’
punktide vahel. Muutujate vahetuse tuntuimaks erijuhuks on iileminek tasandilistele
polaarkoordinaatidele p,: = pcosp, y = psin p, sel juhul J = p.

3.6 Vektorvalja divergents.

Olgu meil niitid pind S kinnine. Siis vektori @ voog labi kinnise pinna S iseloomustab
pinnaga S piiratud ruumiosas asuvaid allikaid, annab nende summaarse intensiivsuse.
Selle voo jagatis selle ruumiosa ruumalaga V' annab allikate tiheduse (keskmise intensiiv-
suse). Kui V' — 0, saame allikate tiheduse punktis M, mida nimetatakse vektorvéilja
divergentsiks punktis M.

1 —
diva(M) = lim — # ids. (3.35)
=

Vektorvilja divergents ei tohi soltuda sellest, kuidas piirvaartus voetakse, st sellest, kuidas
me valime kokkutombuva ruumala V' rajapinna. See tingimus on taidetud vaid pidevate
diferentseeruvate vektorvaljade korral.

Ulesanne 89 Arvutada vektori @ = (4xz, —y?, yx) voog libi kuubi, mille tahkudeks on
tasandid x =0, x =2, y=0,y =2, 2 =0, z = 2, kiilgpindade.

Lahendus. Tuleb leida pindintegraal labi kinnise pinna

2 2 2 2 2 2
#&'dg = //ax(Z,y,z)dydz—//az(O,y,z)dydz+//ay(x,2,z)dxdz—
S 0 00
2 2 2
/anyzdydz—l—//aza:y, Ydxdy —
0 00
2 2
//8zdydz—//4dxdz+//yxdxdy—//ya:da:dy:
00 00 00 00
2
— [t yaz - /
0

0

a.(x,y,0)dzdy =

o )
[\ [\
o
[\ [\
o
)

—16

y—82
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Za

Leiame niitid divergentsi arvutusvalemi
ristkoordinaatides (ON  baasis). Liht- D, C,
suse mottes valime ruumiosaks punkti M A, B, Az
iimbritseva risttahuka ABC' DA, B;C1 D1 nii, D M C
et M asuks risttahuka tsentris. Tahistame . WY
Az = AA, Ay = AB, Ax = AD. / ATay B
Vektorvalja voog 1abi risttahuka kiilgpinna X
S:
Agb:#&dg:// ﬁd§+// a’d§+// a’d§+// ad§+// 6d§+//6d§:

5 AA BB DD,CiC BB1CiC AA DD A1B1C1 Dy ABCD
:// agcdSyz—// azdSyz+// adew—// adezz—i—// azdS$y—//azdSwy.
AA{ BB DD;CiC BB1CiC AA{D1D A1B1C1 Dy ABCD

Vaatame ldhemalt kahte esimest integraali - leiame vektorvilja @ voo labi yz-tasandiga
paralleelsete pidade.

y+% z+%
A A
Ag, = o (o 5e) —an (o S| anae. s30)

Kasutades niiiid matemaatilise analiiiisi keskvaartusteoreemi (Lagrange’i teoreem):

fx2) = flzo) = f'(21)(22 — 20), kus o < 21 < 72,
siis arvestades, et © — % <@ <z + &%, saame vordusest (3.36)
y+5E 2+ 57
0
o= [ [ graslernnannde (337)

Rakendades niitid 7 ja & jaoks keskvaartusteoreemi

Y2
/f(n)dn = f(y1)(y2 — %), kus yo <y1 <2
Yo

ja arvestades, et y — % <1 <y+%, Z — % <z < z—l—%, saame
0
Ag, = %(95173/1, 21)ArAyAz. (3.38)
Analoogiliselt
0
A, = a—y(:cz,yg, 20) AxAyAz. (3.39)
0
A, = &@37%, 23) ArAyAz. (3.40)
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Et vorduses (3.35) V= AzAyAz, siis minnes piirile V. — 0, siis ka
(1,91, 21), (T2, Yo, 22), (23, Y3, 23) — M ja kokkuvottes oleme saanud

diva(M) = 2OLJU(M) + 9 gaz(M) = %

a;(M)=Va="Tr grad a. (3.41)
Nagu néaha, on vektorvalja divergents operaator, mis seab vektorvaljale vastavusse
skalaarvilja, st teisendus V3 — R.

Ulesanne 90 Arvutada div @, kui 1) @ = (22 + > + 22), 2) @ = (2zy, —y2, 2> + y°).

Lahendus.

1) div d = aai' =2z + 2y + 2z;
.o 0xy)  oWwH o2 +yP)
2 = — + =2y — 2y =0.
) diva ox dy 0z y y="0

Ulesanne 91 Leida div (u(M)a@(M)), div @(u(M)) ja div grad w(M), kus @ on suvaline
vektorvdli ja uw(M) skalaarvdli.

Lahendus.
div (ud) = V,(ua;) = u Va; + a; Viu = u div a + a; (grad u); = u div a + @ grad u.

Teisel juhul kasutame liitfunktsiooni tuletist.

da; a
div @(u) = %ai(u) = dcs g;j; = %grad u

9 ou O%*u

div grad u(M)
Ulesanne 92 Arvutada div 7 ja div (@ x 1), kus 7 on kohavektor ja d on konstantne

vektor.

Lahendus. Divergents kohavektorist:

0 dv Qy 0z _ 0

div 7= = oy D E O,
or;”" 0Ox 0Oy 0z Ox; " "
Divergents vektorkorrutisest
. - . = 8mk
div (CL X fj = div (5ijke¢aj:1:k) = %(aijkajxk) = €z‘jkaj% = 5ijkaj5¢k = Eijiaj =0.
i i

Kui vektorvalja @ divergents mingis piirkonnas D on null, siis 6eldakse, et vektorvali on
selles piirkonnas D allikavaba. Niisiis, véli @ on piirkonnas D allikavaba, kui

div @(M) =0 V MeD. (3.42)
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3.7 Gaussi (Gaussi-Green’i-Ostrogradski) divergentsiteoreem.

Teoreem:  vektori @ voog labi kinnise pinna S vordub selle vektorvilja allikate
kogu intensiivsusega (allikate koguhulgaga) pinnaga S piiratud ruumalas V,

ﬂ adS = /// div @dV. (3.43)

S \%4

Selleks, et eksisteeriks div @, peab @ olema piirkonnas V' diferentseeruv ning rajapinnal S
peab vektori @ normaalkomponent a,, = an olema integreeruv.

Toestame teoreemi. Selleks jagame piirkonna V' n véiikeseks osaks AV, k£ = 1,...,n,
mida piiravad pinnad ASj. Divergentsi definitsioonvalemist

V—0

MeV S

1 -
div d(M) = lim v ﬂﬁdé’

saame

ﬁf adS = (diva(M,) + ;) AVj,

ASy,
kus ¢, on viike parandusliige, ¢, — 0, kui AV, — 0 ja M on ruumala AV} suvaline
sisepunkt. Jarelikult

> ﬁ @dS = diva(My)AVi + Y ex AV (3.44)
k=1 k=1

k=1 A5,

Pindade AS, vélistiikkkidest moodustub piirkonna V' valispind S, kuid iilejaanud pin-
natiikid jaavad piirkonna sisse, eraldades kahte naaberpinda. Ule selliste pinnatiikkide
tuleb vorduse (3.44) vasakpoolses summas integreerida kaks korda ja paarikaupa need in-
tegraalid koonduvad, sest valisnormaalide suunad on neis integraalides vastupidised. Nii
jaab vorduses (3.44) vasakule integraal iile vélispinna S.

> fp aas— fpaas (3.45)
S

k=1 A5,

Piirprotsessis AV, — 0

lim ) div @(My) AV, = /// div @dV. (3.46)
k=1 Vv

Naitame niiid, et
lim ) e, AVj, = 0.

n—o0o

Hindame selleks summa absoluutvaartust

igkAVk
k=1

kus a,, on max |eg|. Kuna lim «,, = 0, siis on see vordus ja seega ka teoreem toestatud.
n—oo

n n

< el AVE <) oAV = a, Y AV, = a,V,

k=1 k=1 k=1
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Integreerimispiirkond S Gaussi teoreemis voib olla ka mitmeli sidus, st selle rajapind S
voib koosneda mitmest eraldi olevast kinnisest pinnast; ainult rajapinna normaal peab
alati olema suunatud piirkonnast V' valja. Rajapind S peab olema vahemalt tiikati sile,
st ta voib koosneda 16plikust hulgast siledadest pinnatiikkidest.

Ulesanne 93 Arvutada Gaussi divergentsiteoreemi abil vektori @ = (4xz, —y?, yz) voog
labi kuubt, mille tahkudeks on tasandid x = 0, v =2, y =0,y =2, 2 =0, 2z = 2,
ktilgpindade.

Lahendus. Tahistame {ihikkuubi ruumala V-ga. div @ = 4z — 2y.

///dlvadV ///4z—2y d:cdydz-Q//4z—2ydydz-

2

= 2/ dzy — y?) 2/(82 — 4)dz == 2(42% — 42)

0 0

)

2

= 16.
0

Ulesanne 94 Arvutada Gaussi teoreemi abil vektori @ = (x,y,xyz) voog libi pinna S,
kui S on silinder, mille kiilje vorrand on x* + y* = 2, pohjadeks tasandid z = 0, z = 2.

Lahendus.
diva=1+1+zy=2+ay.

Kolmekordse integraali votmiseks laheme iile silindrilistesse koordinaatidesse:
X = pcosy, y = psin p, z =2z, dv=pdpdypdz.

Siis

o = ///div adV = /2 dz [ /2 pdp[7(2—i— % sin  cos Sp)cz@” _

V
2 2 ) 2 2 )
1 2w 2
= /dz[/pdp(2g0+pzm> ] :47r/dz/pdp:87rp—‘ = 16m.
2 0 2 1o
0 0 0 0

3.8 Jareldusi Gaussi divergentsiteoreemist.

1. Piirkonnas D, kus vektorvali @(M) on allikavaba, on vektori voog labi iga kinnise

pinna S null
ﬂ ads =0, (3.47)

S
kui pind S asub piirkonnas D, kus div @(M) = 0.

2. Punkti P nimetatakse vektorvilja @(M) isoleeritud allikaks (vo6i neelukohaks), kui
leidub selline punkti P iimbrus, milles véli on allikavaba (div @(M) = 0), kuid @ voog 1&bi
punkti P timbritseva kuitahes vaikese pinna erineb nullist.
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Olgu meil niitid vektorvéli @ piirkonnas D allikavaba, vélja arvatud isoleeritud allikas
voi neelukoht punktis P. Naitame, et sel juhul ei soltu vektori @ voog labi punkti P
imbritseva kinnise pinna, mis asub piirkonnas D selle pinna valikust,

# Gas — ﬂ gdS.  (3.48)
S1 Sa

Selleks naitamiseks rakendame Gaussi teo-

reemi
#MS‘: ///div adv
5 Vv S, 1S

kaheli sidusale piirkonnale V, mida
umbritsevad punkti P tmbritsevad kin-
nised pinnad 57 ja Ss.

Et piirkond V' on allikavaba, siis

ﬁ ads = ///div adv = 0. (3.49)

S1+S52

Niiid arvestame, et valemis (3.49) on vektor dS = @ dS suunatud piirkonna V
vilisnormaali suunas (vt joonis). Valemi (3.48) vasakpoolses integraalis on dS suunatud
pinna S; vélisnormaali suunas, st valemites (3.48) ja (3.49) on pinna S normaalid vas-
tassuunalised. Siit jéreldubki valemi (3.48) kehtivus.

Ulesanne 95 Leida punktlaengu q elektrivalja tugevuse wvoog labi laengut umbritseva
pinna.

Lahendus. Olgu meil punktlaeng punktis P = P(xq, 4o, 20). Punktlaengu ¢ elektrivilja
tugevus mingis suvalises véaljapunktis M = M(x,y, z) on ristkoordinaatides madratud
jargmise valemiga

= qreMm q
E(M>:4 3 = ;(x_xmy_ymz_zo)-
Tpm A [(x = 20)% + (Y — ¥o)? + (2 — 20)?]?
(3.50)
Niaitame esmalt, et div E = 0 koikjal peale punkti M.
- q 1 3(z — x) 1 3(y — vo)? 1 3(2 — 20)”
div £ = 5(5—2—7452(:13—!%0)4-?—7’—54‘?—7’—5 =

q (3 3
= —|w——=]=0
4 (7"3 7"3>
Allikapunkt P on vilja singulaarsuseks: seal saavad 16pmatuks nii valjavektori absoluut-
vaartus kui ka selle koordinaadid (vdhemalt iiks koordinaatidest); seetottu pole seal ka
vektori koordinaadid diferentseeruvad.

Maarame vektorvalja E voo libi sfiiri STP; tsentriga punktis P ja raadiusega 7. Ule
sfadri pinna integreerimisel voime kasutada parameetrilist integreerimist (3.32), kus

x = xg + 1o sin cos ¢, Y = Yo + rosinvsin ¢ Z = 29+ Ty Cos
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Siis
VEQ — F2=risind, du=d¥, dv=dp, 0<I<7m, 0<¢p<2m

Vektorvalja voo jaoks saame siis

2
49 . .3 q .
- — —_— = -_— = . . 1
o ﬂ 47rr(2)€rds 47T//sm19dz9dg0 q#0 (3.51)
00

P
St

Nagu néha, voog ¢z ei soltu sfidri raadiusest 7o ja on valemi (3.48) kohaselt sama ka
labi suvalise pinna, mis iimbritseb punkti P.

Analoogiliselt divergentsile on lineaarne ka vektori voog, seetottu punktlaengute staatilise
stisteemi elektrivektori (elektrivélja tugevuse vektori) voog 1dbi kinnise pinna vordub selle
pinna poolt piiratud ruumalas asuva kogulaenguga, st kui

n

— 1 P . o a -
E(M) - E Z ?,q rPM , SIS # E(M) ds = ZqZ - Q’ (352)
=1

1 "M %

1=

(koik allikapunktid P; asuvad kinnise pinna S sees). Valem (3.52) annab diveregentsteo-
reemi Gaussi erikuju.

3. Vektorvilja, mille vektorid on paralleelsed mingi kindla tasandiga ja ei muutu selle
tasandi normaali sihis, nimetatakse tasandiliseks. Kui valja tasand on valitud xy-
tasandiks, siis tasandiline vektorvali on maaratud kahe kahemuutuja funktsiooniga

ad = a,(z,y)e€y + ay(z,y)e,. (3.53)
Tasandilise vektorvalja korral muutub integraalteoreemis integraalide kordsus iihe vorra
vaiksemaks:
j{&’ﬁds = //div ads, (3.54)
ot S
. Oay  Oay . o . 1 oo
kus diva = 3 By ja v on kinnine kover, mis piirab xy-tasandi pinnatiikki S, 7 selle
T Y

kovera iihiknormaal. Toestuseks rakendame valemit (3.46) piistsilindrile, mille pohjaks
on koveraga v piiratud zy-tasandi pinnatiikk S, silindri korgus olgu h. Tasandilise vek-
torvélja voog labi silindri pohjade on null (sest a, = 0), z-telje sihis ei muutu ka vektori
a koordinaadid, seega pidades silmas, et silindri kiilgpinnal dS = itdsdz jadV =dSdz,

saame
h
///div adv = /dz//divc?dS = h//div ads,
Vv 0 S S
h
#adﬁ - /f@ﬁdsdz = hfaﬁds,
S 0

Y v

mis on samavadrne valemiga (3.54).
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3.9 Vektorvalja tsirkulatsioon.

Ulesanne 96 Leida jouvilja F(M) = (22 + 2y)é, + (y* + 22)€, t66 rakenduspunkti liku-
misel méoda koverat v punktist Py = (—4,0) punkti Py = (0,2), kui~y on antud vorrandiga

1,2

_9_ T
Y 8

2 —
Lahendus. Jouvélja t66 on leitav jargmise integraaliga: A = [ F'dS. St, tegemist on
Py

joonintegraaliga. Uldjuhul kiiib joonintegraali leidmine jargmiselt. Olgu meil joon ~
antud parameetrilisel kujul z = ¢(t), y = ¥ (t), z = £(¢) ning punktidele P; ja P, vastavad
parameetri vaartused vastavalt « ja (3. Siis

Py

i F(z,y,2)ds = [ (Fu(z,y,2) de + Fy(x,y, z) dy + F.(x,y, z)dz) =
ol

9
= [ [Fa((t), 9 (), £(1))¢' (1) + Fy (1), (1), E(0) ' (1) + Fa(o(t), (), £(£)&' (1)] dt

Antud juhul on meil antud joon xy-tasandil. Me voime votta parameetriks ¢ = x. Siis
2

¢(ZL’) =, @ZJ(@ =2- %a z=0. Qf; = 17 y; = _2 Saame

0
2 rd 2 x 128
A= /Kx +4——)—|—(4—|—6—4—?+21‘>(—Zﬂdx—T.

Vektorvilja @(M) tsirkulatsiooniks nimetatakse joonintegraali

:j[&’dfzj{atdl:f(axdx—l—aydy—kazdz), (3.55)
y
ol o

kus ~ on kinnine kover ja a; vektori @ projekt-
sioon temale (tangentsiaalkoordinaat): a; =
al (I - puutuja iihikvektor). Paremorientee-
ritud siisteemis on positiivne iimberkaigu su-
und mooda koverat v selline, et sisepiirkond
jaaks vasakule, st lilkumine toimub vastupidi
kellaosuti suunale. Seejuures on eeldatud, et
koveraga ~ piiratud pinnatiikkk S on orien-
teeritud: timberkaigu piistiasend iihtib pin-
nanormaali suunaga, kellaosuti reegli raken-
damisel on vaatesuund vastupidine pinnanor-
maali suunale.

Ulesanne 97 Arvutada vektorvilja @ = (y, —x, 2?) tsirkulatsioon méoda kinnist koverat
v, kusjuures tmberkdigu suund uhtib parameetri t kasvu suunaga. 7y on antud
parameetrilisel kujul:

V2 V2

T = —cost; y=—cost, z=sint.
2 2
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2
Lahendus. Tlmselt t € [0,2x]. 2/(t) = ¢/(t) = —g sint, 2/(t) = cost. Saame

2 2 2 2
A = j{(axdx—kaydy—i-azdz):/(—\/T_COSIS%sint—i—%costgsint—i-
¥ 0
. 9 sin? |2
+ sin tcost) =3

0

Nullist erinev tsirkulatsioon osutab valja pooriselisele iseloomule ehk kinniste valjajoonte
olemasolule. Mooda kinnist véljajoont on tsirkulatsioon positiivne, kui positiivses suunas
litkkumisel iihtib puutuja suund valjavektori suunaga; vastupidisel juhul on tsirkulatsioon
negatiivne.

3.10 Vektorvalja rootor

Tsirkulatsioon soltub nii tasandilise kontuuri v orientatsioonist kui ka tema poolt pii-
ratud pindalast. Suvalise vektorvilja a(M) tsirkulatsiooni intensiivsust mingis punktis M
iseloomustab selle vektorvilja rootor rot d. (Kasutatakse ka stimbolit curl@). Rootor
on vektor, mille projektsioon suvalisele vektorile m (rot,,@(M)) madratakse piirprotsessiga

oAy 1 1 o
rot ,,d(M) = lim AS ?{adl, (3.56)

kus AS on punktiks M kokkutombuva tasandilise kontuuri poolt piiratud pindala, m on
kontuuri tasandi normaal, mille suund on seotud positiivse timberkaigu suunaga joon-
integraalis. Ka siin eeldame, et vektorvéli @ on pidev ja diferentseeruv. See tingimus
kindlustab piirvaartuse soltumatuse punktiks M kokkutombuva kontuuri A+ kujust.

Ulesanne 98 Leida vektorvilja rootori rot a(M) kuju ristkoordinaatides.

Descartes’i ristkoordinaatides maaravad rootorvektori tema projektsioonid koordinaat-
telgedele. Leiame projektsiooni rot ,a(M). Lihtsuse mottes valime kontuuriks ristkiiliku
tippudega ABCD. Olgu punkt M = (z,y, z), ristkiiliku kiilgede pikkused olgu Ay, Az.
Siis

Ay Az
8 (W 772‘7)’ z
A A Ay
B:(m,y—ir—y,z —Z), D C
AQ AQ M Az
C:(x,y—l—Ty, —i—Tz), A & B
Ay Az y -
D = B —— ——
<x,y 2,z+ 2)

v\><
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Ristkiiliku pindala AS = AyAz, imberkaigu ABC DA korral on pinnanormaal suunatud
piki z-telge.

y+5¢ A a5 A
S z
AA = f adl = / ay(x,n,z—T)dn—l— az(x,y+7y,f)d§+
ABCDA y— Ay Az
2 2
y—% A Z—% A
z Yy
+ / ay(m,n,z+7)dn+ / az(%y—T;C)dC:
y+5Y 5
y+4Y

[ Az Az\]
ay %7772_7 _a’y I’,’I’],Z"‘T d77+

_ A A _
+ az<x,y+7y,§)—az(x,y—7y,g> dc

Az
T

Kasutades niitid Lagrange’i keskvaartusteoreemi (vt ka il. 89), saame

y+5¢ G
0 0
AA = — A,Zaay(l', mn, Zl)dn + / Aya—yaz(377 Y1, é)dC
Ay Az
Y= T

Integraalarvutuse keskvaartusteoreemi abil saame sellest

0 0

AA = [a—yaz(x,yl, Z9) — an(x,yg, zl)} AyAz,

Ay Ay Az Az
kusy—T<y1,y2<y+7jaz—7<z1,z2<z+7.
Arvestades, et AS = AyAz, siis piirprotsessil AS — 0, (Az — 0, Az — 0) punktid
M (z,y1, 22), M(2,92,21) — M(z,y,2) ning

rot ,d(z,y, z) = a%az(ﬂ:,y, z) — %Gy(%y, z). (3.57)

Analoogiliselt on leitavad ka tlejaanud projektsioonid.

rot ,d = %az - %az, (3.58)
L 0 0
rot ,d = e a—yax. (3.59)

Vektorvilja @ rootori voime seega kirjutada jargmiselt:
rot @ = 2a —ﬁa € + ga —ﬁa ey + 2a —ga €. —5-~€-ia
S \ogy 7 o02Y) " oz ox °) ox Y oy " Z_”kl@xjk'
(3.60)
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Rootori projektsiooni voib Levi-Civita pseudotensori abil kirjutada siis jargmiselt:
rot ;d = aijka—xjak. (3.61)
Vektorvalja rootor Levi-Civita pseudotensori ning nablaoperaatori abil:
€1 €y €3
rOta:gijkgi%akZVX@': % ai@ s
J a; as as

Q

(3.62)

Rootor on tolgendatav pseudovektorina (vordle vektorkorrutisega), mis on Levi-Cevita
pseudotensori abil vastavusse seatud vektori gradiendi antisiimmeetrilisele osale. Viimasel
on 3 soltumatut koordinaati

L 8@ a@ =a rot ;d = ek = € aa
9 0:61 g aSUj i | — U[ij) i = CijkUjk] — Cijk axj k-
Rootori operatsioon on lineaarne:
rot (@+b)=rot @+rot b ja  rot (a@) =arot @ (o= const). (3.63)

Ulesanne 99 Arvutada rot @, kui 1) @ = (22 + 2,y + 22,22 + 2%), 2) @ = b x (Ex 7),
3) @ = (br)?7, kus b ja ¢ on konstantsed vektorid, ¥ on kohavektor.

Lahendus. 1) rot @ = —2z€, — 2x€, — 2ye..

2) rot @ = 5Z~jké;~a%jak. Arvestame, et

—

ap = [g X (5>< T)]k = gklmbl(gx ’l?)m = 5klm€mnpblcnxp = Ckbl.lfl — xkblcl.

Siis saame

rot @ = €;;,€; = (ckbiz; — Tpbic)) = €iju€ickbidj — €ijn€ibicidjn = €ijpeibjcr, = b X C.

aLE‘j

a bd
3) rot a = 5ijk€ia_(blxlbmxmxk> = 25Z~j;€é}(bl5jlbmxmxk) + 5ijk€i(béj26jk =
Lj

Ulesanne 100 Leida rot (ud@) ja rot @(u), kus u(M) on skalaarvili.

Lahendus.

1) t ud €ijk€i=—(uag) = €% Ou + €ijkE; 0
rot ua = &€= (Uag) = ;€0 = ijkCi Ak =
ik 0z, k ik k@xj ik oz, F
eijk€i(grad u)ga, + v rot @ = grad w x d@ + u rot a.
o L 0 o, Ou day day,
2) rota(u) = 5ijkeia—%(ak(u» = 5ijk€ia_%% = g;k(grad u)j_du =
da da
— gradux—a:——axgradu.
du du



3.11 Stokes’i teoreem.

Teoreem: vektori a tsirkulatsioon mooda kinnist koverat v vordub selle vektori
rootori (rot @) vooga labi suvalise pinna S, mis 1abib koverat ~:

}'{ ddi // rot @ds. (3.64)

Vektorvali @ peab pinnal S olema pidev ja diferentseeruv, kontuuril v integreeruv.

Toestame teoreemi. Analoogiliselt Gaussi divergentsiteoreemiga jaotame pinna S n
véikeseks tiikiks ASy rajajoonega Ay, (k= 1,2,...,n). Vastavalt rootori definitsioonile

kus m on risti pinnatiikiga AS, voime iga tiiki tsirkulatsiooni avaldada jargmiselt:

f @dl = (0t @(My) + 1) ASy. (3.65)
A

Siin g — 0, kui AS, — 0 (eeldusel, et ka pinnatiiki ASy 1dbimoot dp — 0). My on
pinna ASy suvaline punkt, my selle pinnatiiki normaal. Liidame tsirkulatsioonid iile

pinnatiikkide ASy:
Z f adl I“Ot aASy + ngASk (366)
k=10 k=1

Kuivord mooda naaberpindasid eraldavaid joonetiikke tuleb integreerida kaks korda -
iiks kord tihte, teine kord teistpidi, siis sellised integraalid koonduvad. Jarele jaab vaid
integraal iile pinna S vélisjoone 7 (ehk vorduse (3.64) vasak pool). Piirvaartus vorduse
(3.66) parema poole esimesest summast

Alsim0 10t @ AS, = //rot madS = //rot amdS = //rot ads.
—
S S S

n—oo k=1

Vorduse (3.66) parema poole teise summa piirvadrtuse hindamiseks kui ASy — 0 vaatame
jargmist absoluutvairtust (vt ka 3.7., Gaussi teoreemi toestus):

Z x| Ag < ZanASk = anZASk = o,S

kus «,, = max ¢. Et ¢, — 0 kui AS, — 0, siis AE}{&O;@ASR =0.

Sellega on teoreem toestatud.
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3.12 Jareldusi Stokes’i teoreemist. Rootori fuisikaline
tahendus.

Rootori fiitisikalise tahenduse naitamiseks A
vaatleme statsionaarse nurkkiirusega & O
poorleva keha (vedeliku) kiiruste vélja

U = & x 7. Vaatluspunkti M kohavektor O*
alguspunktiga O on 7. 7, on vektori 7 pro- Y SD
jektsioon tasandile D. Leiame vektorvéilja ¢/

tsirkulatsiooni tile joone ~:

A:fﬁdf:f@xf)df:]{a(f’xdf):@;[def. (3.67)
Y v

v v

Avaldame niiiid 7 = 7o+ + To~p. Arvestades vektorkorrutise interpretatsiooni (vt iil.
52), Fo«am X dl = 2dSp = 21 dSp, kus dSp on vektoritele 7p«ps ja dl {iles ehitatud pinna
pindala ja 7 pinna normaali iihikvektor, saame

A= f 7 dl = 23S, = 23S, (3.68)
Y

sest & X Tpo+ = 0. Valemi (3.68) kohaselt on tsirkulatsioon maksimaalne, kui kontuuri
tasand on orienteeritud risti vektoriga & ja seejuures & 17 S.

Jareldusi Stokes’i teoreemist.
1. Rootorvektori voog ei soltu kontuuri v ldbiva pinna S kujust:

// rot @dS = // rot @dS. (3.69)
Sl 52

Moodustagu pinnad S; ja Sy kinnise pinna
S, millel asub kontuur 7. Pindade S; ja S,
normaali suund valemis (3.69) on seotud in-
tegreerimissuunaga mooda koverat v kellao-
suti reegliga (vt joonist). Kui me vaatleme
pindu S; ja Sy iihe kinnise pinna S os-
adena, siis on loomulikuks normaali suunaks
vélisnormaal (77), mis on tihel osapindadest
vastupidine (joonisel on 7y T| 7) kellao-
suti reegliga maaratule, seetottu on valemiga
(3.69) samavéaarne vordus

# rotd dS = 0, (kus S on suvaline kinnine pind). (3.70)
S
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Vektorvalja I;, mis on esitatav mone teise vektorvalja a rootorina, st b = rot @ nimetatakse
solenoidaalseks valjaks. Solenoidaalne on néiteks magnetvili, valja @ nimetatakse sel
juhul magnetvilja vektorpotentsiaaliks. St magnetvélja tugevus H = rot A.

Solenoidaalse valja voog labi suvalise kinnise pinna on null. Gaussi divergentsteoreemi
kohaselt tahendab see, et solenoidaalne vali on allikavaba, st tema divergents on null:

div rot @ = 0. (3.71)

Ulesanne 101 Ndiidata otsese arvutusega valemi (3.71) kehtivust.

Lahendus. o o
. o . -, Oay ak
div rot @ = div (6" e—) =ik
gk Zal'j ”k&ciaxj
Osatuletise votmisel suhtes on indeksid ¢ ja j dra vahetatavad (see liige on indeksite
vahetamise suhtes simmeetriline), kuid Levi-Civita pseudotensor on indeksite vahetamise
suhtes antisimmeetriline, seetottu on tulemus 0. Pikalt lahti kirjutatuna:

9%a, B d%a, N d%a, B 9%a, N d%a, B 9%a, 0
oxdy  0xdz  Oydz Oydx  020x 020y

div rot @ =

Kehtib ka viide: kui vektorvili b on allikavaba (div b= 0), siis on ta iihtlasi solenoidaalne,
st leidub vektorpotentsiaal @ nii, et b = rot a.

2. Oeldakse, et vektorvili @ on piirkonnas D pdorisvaba, kui tema rootor on selles
piirkonnas null (rot @ = 0). Stokesi teoreemi kohaselt on null siis ka vektorvélja a tsirku-

latsioon mooda piirkonnas D asuvat suvalist kontuuri. Nulltsirkulatsioon tdhendab, et
P

joonintegraal valjavektorist, / a dl: ei soltu punkte P; ja P iithendava integreerimistee

Pi(7)
v valikust, seega
P

/ Gds = u(P) — u(P,). (3.72)

Selline vektorvili on késitletav skalaarse funktsiooni (vélja potentsiaali) u(M) gradiendina
(vt il 77, valem (3.8). Niisiis, kui

rot @ =0, siis a = grad u. (3.73)

Vektorvélja @(M), mis on esitatav sobiva skalaarse funktsiooni u(M) gradiendina,
nimetatakse potentsiaalseks valjaks. Sellise valja naiteks on elektrivali. Elektrivalja
tugevus E = grad ¢, kus ¢ on elektrivilja potentsiaal.

Ulesanne 102 Naidata, et 1ga potentsiaalne vali on poorisvaba,

64



rot grad u = 0. (3.74)

Termineid “poorisvaba vali” ja “potentsiaalne vali” kasutatakse samuti kui stinoniitime.
Valemist (3.72) selgub, et poorisvaba vélja potentsiaal u(M) on méératud aditiivse kons-
tandi tapsusega - potentsiaali arvvaartus punktis P soltub integreerimistee alguspunkti
Py valikust, ehk teisiti, suvalise konstandi liitmine potentsiaalile u(M) ei muuda joon-
integraali (3.72) véértust. Seevastu allikavaba vélja vektorpotentsiaal on (3.73) tottu
maaratud skalaarse valja gradiendi tapsusega, sest

b = rot @ = rot @ + rot grad u = rot (@ + grad u). (3.75)

Ulesanne 103 Arvutada vektorvilja @ = (y, —x, 2°%) tsirkulatsioon méoda kinnist koverat
v, kusjuures umberkdigu suund uhtib parameetri t kasvu suunaga, kasutades Stokes’i teo-
reemi. v on antud parameetrilisel kujul:

V2 V2

r = — cost; = —cost, z=-sint.
2 b y 2 )

Lahendus. Vastavalt Stokes’i teoreemile 7{ qdl = # rot @ dS ,
¥ S

ori= (- 20 - 90)a 4 (22 )z, (Z+5)e.

Seega tuleb votta jargmine pindintegraal: // 2dx dy, kus S, on joonega vy piiratud pinna

Say
S projektsioon zy-tasandile. xy-tasandil z = 0, joone ~ parameetrilisest kujust on naha,

et sel juhul x = y, t € [0,2n] jareldub, et selle pinna S projektsiooniks xy-tasandile

2 V2 2 2
on sirgloik punktist koordinaatidega (g, g) punktini (—\/7—, —g
‘pindala’ on null ja seega ka pindintegraal ning tsirkulatsioon on vordsed nulliga.

) . Sellise joone
Lisaiilesanded.

Ulesanne 104 Leida skalaarviljo v = In(z+y+2z+1) jo u = e~ @) pyletis suunas,
mille nurgad koigi koordinaattelgedega on thesugused.

. 1
Ulesanne 105 Leida skalaarviljade w = — ja uw = Inr gradient, r = ||, ¥ = (z,y, 2).
r

Ulesanne 106 Leida gradient jargmisest funktsioonist (c_il;r) kus d, b on konstantsed
vektorid ning ¥ on punkti M(x,y, z) kohavektor.
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Ulesanne 107 Leida jargmiste vektorite gradientvaljad
a(M) = (10zy—3y°, 52° —9zy*+4y°,0), a(M) = 7.

kus 7 on punkti M kohavektor 7= (x,y, z).

Ulesanne 108 Leida eelmises dilesandes leitud vektorvaljade muutused koordinaattelgede
suundadel.

dxdy, kus D on puiratud joontega y = 0, x +

.. 1
Ulesanne 109 Leida integraal // [
z(z +y)
D

y=1jax=e.

Ulesanne 110 Leida viljajooned, kui 1)a=(0,9z,—4y), 2) b= (2y, 3x,0).

Ulesanne 111 Leida pindintegraal //(695 + 4y +32)dS, kus S on tasandi 5 + %+ =1

S
osa, mis asub piirkonnas, kus x >0, y > 0, z > 0.

Ulesanne 112 Leida integraal
/ V1—x?—y2dS,
5

kus S on sfidri x* + y* + 2% = 8 idilemine pool.

Ulesanne 113 Leida vektorvilja @ = (z% + y?,y* + 22, 2% + x*) voog z-telje suunas libi
zy-tasandi pinnatiki, mida piirab ringjoon x* + y? = 1.

Ulesanne 114 Leida vektori d(M) = r=2@ X 7 gradientvili. © on konstantne vektor, 7
on punkti M(z,y, z) kohavektor.

Ulesanne 115 Leida tuletised vektori | suunale:

0

0
71

F®d), E(

a®T),

kus @ on kosntantne vektor, r on kohavektor ja I on suvaline tihikvektor.

Ulesanne 116 Leida //zdxdy, kus S on sfidri x* + y* + 2% = R? 1ilemine pool.
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Ulesanne 117 Leida //(:1:2dydz + y2dzdx + 2*dzdy), kus S on sfadri x* +y* + 22 = R?

S
tilemine pool.

Ulesanne 118 Leida //(y + 2+ Va? — 2?)dydz, kus S on silindri x* +y* = a* osa, mis

S
asetseb tasandite z = 0 ja z = a/7 vahel.

ST
I

Ulesanne 119 Arvutada div @, kui 1)i = (6zy + 23,322 — 23222 — v), 2)
(ya®, ya?,ya?).

Ulesanne 120 Leida div f(rz)r ja div (ar)r, kus 7 on kohavektor, d on konstantne vektor
ja a on reaalarvuline konstant.

—

Ulesanne 121 Leida vektorvilja ¢é = % divergents punktides P(1,1,1) ja Q(—1,2,3).
r

—

Ulesanne 122 Leida vektorvdlja a = % voog labi uhiksfadari keskpunktiga koordinaatide

r
alguspunktis (kahekordse integraali abil).

—

Ulesanne 123 Leida vektorvalja a = % voog labi uhiksfadari keskpunktiga koordinaatide
r

alguspunktis Gaussi teoreemi abil.

Ulesanne 124 Leida jouwvalja téo rakenduspunkti litkumisel mooda koverat ~v  punktist
Py punkti Py, kui

F= TYCrp, v: y=-sinx, P, = (7,0),; P,=(0,0)

Ulesanne 125 Arvutada vektorvalja tsirkulatsioon mooda kinnist koverat v, kusjuures
umberkdigu suund uhtib parameetri t kasvu suunaga

a=(r,—2%y), v: x=2cost, y=3sint, z=4cost—3sint—3

Ulesanne 126 Leida vektorvilja @ = 3x2y22¢€, + 223yz¢€, rootor ning rot rot @ punktis
M=(2,-1,2).

Ulesanne 127 Leida rot @ ja rot rot @, kui @ = (10xy — 3y°, 522 — 9zy? + 447, 0).

Ulesanne 128 Leida rot @, kui @ = r"(b X 7).
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Ulesanne 129 Arvutada vektorvalja tsirkulatsioon mooda kinnist koverat v, kusjuures
umberkaigu suund uhtib parameetri t kasvu suunaga
a=(v,—2y), ~v: x=2cost, y=3sint, z=4cost—3sint—3

kasutades Stokes’i teoreemi.
Ulesanne 130 Leida vektrovalja tsirkulatsioon mooda kinnist koverat -y, kusjuures
umberkdigu suund tuhtib parameetri t kasvu suunaga:

a=(—2%y% 4,1), v: x=2cost, y=2sint z=4.
Ulesanne 131 Leida vektrovdlja tsirkulatsioon mooda kinnist koverat v, Stokes’t teo-
reemi abil. Pinna S vorrandi saab lihtsalt: leidke x* + y* (vaadake, kui véimalust on
pinda MathCad’i, Mathematica’, MatLab’i voi Maple’i abil).

52(—x2y3,4,x), v: x=2cost, y=2sint z=4.
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4 Hamiltoni formalism.

4.1 Hamiltoni formalism.

Nagu nagime, on koik vektoranaliiiisi operatsioonid ja neile vastavad operaatorid: grad,

div, rot esitatavad Hamiltoni vektoroperaatori del (nabla) V = éa— =¢;V; abil:
T

( 0
grad u = Vu = éi—u, grad , u = V,u;
8ZEZ‘
- L 0
diva = Vi = ——a; = V,a;;
8@-
9 (4.1)
rot @ = V Xdad=e¢jm—aé, 1ot 3 @ = €5 ViQ;
8xj
. L0 L
\ grad @ = V®a= 8_1’7;aj€i ® €, grad ;; d = V,a;
Operaatorit grad voib rakendada ka suvalist jarku tensoritele
a — — — —
grad ¢ =v ® T = 15 j2 jp€i @ €y @ €y @ -+ B €. (4'2)

al’i

Gradiendi vtmisel suureneb tensori jark iihe vorra. Tensorkorrutise V@T®) ahendamine
tuletise indeksi ja tensori iihe indeksi jirgi annab (p — 1)-jirku tensori - tensori T®
divergentsi.

Néiteks ahendamisel iile tensori esimese indeksi (tildjuhul tuleb alati valemit tapsustada
ja naidata, ille mitmenda tensorindeksi ahendatakse, div (o) T® jne.)

. 0 . . -
divT® =v.T® = 3, Lideds ipia ® €ja ® B €. (4.3)
Vektori korral (p = 1) on protseduur rangelt ithene: tulemuseks on skalaar - vektori
gradiendi jalg.

4.2 Operaatori V kasutamine arvutustel.

Toetudes valemeile (4.1), on lihtne sooritada liitoperatsioone operaatoriga V ja rakendada
seda operaatorit skalaarsete ja vektorvéljade mitmesugustele korrutistele (uv, ud, &7;, ax
b jne). Seejuures:

1) tuleb jélgida koiki vektoralgebra reegleid,

2) diferentsiaaloperaatori V rakendamisel korrutisele tuleb teda rakendada igale tegurile
eraldi, lugedes teisi tegureid konstantseteks (nii toimitakse ka tuletise votmisel).

—,

Ulesanne 132 Leida rot grad u, div rot @, div grad u, rot rot @, grad rot @, div (ab),

=, -

div (@ x b), rot (@ x b), grad (ab).

Lahendus.

2
“) S (4.4)

1) rot grad u = rot <€ 0 = ;K€
& N kaxk - vk Z@xjﬁxk

sest osatuletise osa on siimmetriline indeksite j, k aravahetamise suhtes, Levi-Civita pseu-
dotensor antistimmeetriline.
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82ak

2) div rot @ = gijkm = U, (45)
0 Ou 0O*u 0*u O%u
3 di du= = =A 4.6
) VA = s o or? * 13 * 3 “ (46)
92
kus A tdhistab Laplace’i operaatorit: A = )
. L0 da,y, . d%a,,
4) rotrotad = Eijkeia_l'j <€klm8_xl> = €;(0i0jm — (5im(5l]~)m =
8261]' 32ai
e i, e 92,01, grad div @ a (4.7)
- - 8 . (9al 82al - -
5) grad rota=¢;Q a_xl (5]‘“6]’8—%) = gjklmei X €; . (48)
Viimane vordus komponentkujul:
D%as B 0%as 9%ay B 0%as 9%as B 0%ay
0r10ry  Ox10x3  Or10x3 013 dx? 011014
82a3 (92@2 82a1 82a3 82a2 82a1
d rot @);; = — — — 4.9
(grad ot @), 0r3  Ox90x3  Ox9dr3  OT9014 Ory0xy O3 (4.9)
82a3 826L2 82a1 82a3 82a2 82a1

8x30x2 B 81‘523 8m§ B 855381[‘1 81’381}1 B 6x38x2

6) div (a@b). @ on skalaar, kuid skalaarist divergentsi votta ei saa.

a ob, . da;\ - B

) divaxb=cyig -(agh) = eijk(aja—g + by ai]) —brotd—droth,  (4.10)

8) rot (@ x g) =rot (g;k€ia,by) = slmiégijkaT(ajbk) =

. - 8bk 8aj .

= (016mk — 010jm )€l (aj% + bk%) = (4.11)

b b : — — — -

= é}alg—xi - é}ajg—xlj + é}bkg—::; — é}bl% =adiv b — bdiv d — agrad b+ bgrad d,

9) rad (@) = ¢ b a; + €; 94 b; =grad @-b+grad b-a (4.12)
g — & d; j i oz, i =g g . .

Vorduses (4.12) on tegemist tensori ja vektori ahendatud otsekorrutisega (ahendatud ten-
sorkorrutisega), seega on ka tegurite jéarjekord oluline.

Ulesanne 133 Arvutada div ((F x @) x b), rot (b(ar)), grad (rd@), grad (r27), kus @, b
on konstantsed vektorid, 7 on kohavektor.
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Lahendus.

-

1) div [(FX C_I:) X b] = div [(ajkeﬂ;(*x 5)]bk] = a—(eijkaﬂmxlambk) =
€
= (Ouim — OkmOit)Ouamby, = @b — 3@b = —2ab,
2) rot E((E)T_") = 5ijk€’£87<bkalxl) = bk(ll&jké’i(sﬂ = €Z'jk6_;'ajbk =dx g,
J
0

3) grad (7d) = ¢€;

(xzal) = 5i5izaz = 677

E)xi
9,

4) grad (r?7) = (r’z;)e; @ € = (2x,1; + 1%6;5)€; @ €.

81'7;

Lisatilesanded.

Ulesanne 134 Arvutada (VV)d — V(Va).
Ulesanne 135 Arvutada rot (@ x 7) X 7.
Ulesanne 136 Leida div @(b7).

Ulesanne 137 Leida grad (r"7). Koigis toodud iilesannetes on d, b konstantsed vektorid,
7" - kohavektor.

Ulesanne 138 Leida div a, kus a =re ", kus 7 on kohavektor.
Ulesanne 139 Leida rot a, kus @ =re" ", kus 7 on kohavektor.

-

Ulesanne 140 Leida div ((@ % b) x &). Soovitav on kasutada Levi-Civita pseudotensorit.
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5 Vektoranaliiiisi pohiteoreem

5.1 Poorisevaba vektorvalja maaramine tema allikate kaudu.

Antud peatiikis vaatleme lahemalt divergentsi, rootori ja gradiendi flitisikalisi rakendusi.
Kuidas nende abil méérata vilja (néiteks - kuidas leida elektrivilja voi magnetvilja tuge-
vust).

Vaatleme poodrisvaba valja @(M), st

rot @a(M) = 0. (5.1)

Olgu
div @a(M) = p(M). (5.2)
Olgu meil tegemist naiteks elektrilaengute véljaga, siis vastavalt Gaussi teoreemile ja

teoreemi jéreldustele (Vt il 95, valem (3.52)) annab [[[div @ allikate koguintensiivsuse

|4

///div M)AV = ///p(M)dV _ z;: —

kus ¢; on i-nda osakese laeng, @) on kogulaeng. p(M) on seega laengutihedus.
Poorisvaba vali on potentsiaalne. Et rot grad u = 0, siis voime valida @ = grad u, seega
on véljavektor @(M) esitatav kujul

ruumalas V:

a(M) = —grad u(M). (5.3)
Miérgi gradiendi ees voime valida ise. Siis vorrandist (5.2) saame vorrandi
Au(M) = —p(M). (5.4)

Vorrandit (5.4) nimetetakse Poissoni vorrandiks potentsiaali w(M) jaoks. Selle vorrandi
lahend pole iihene: olgu lahendiks funktsioon w (M), siis on lahendiks ka

u (M) =u(M) 4+ u(M),
kus uo(M) on homogeense vorrandi
Atig(M) =0 (5.5)

lahend. Vérrandit (5.5) nimetatakse Laplace’i vorrandiks.

Funktsiooni, mis rahuldab piirkonnas D Laplace’i vorrandit nimetatakse harmooniliseks
funktsiooniks piirkonnas D. Seega on poodrisvaba vélja potentsiaal maédratud har-
moonilise funktsiooni tdpsusega. Potentsiaal u(M) peab olema ka koikjal 1oplik.
Poorisevaba valja naiteks on elektrivali. Elektrivalja tugevus E = —grad U, kus U on
elektrivilja (skalaarne) potentsiaal. Seejuures rahuldab potentsiaal U Poissoni vorrandit

(5.4).
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5.2 Allikavaba vektorvalja maaramine tema pooriste kaudu
Vaatleme niitid allikavaba vélja @(M), st
div @ = 0. (5.6)

Olgu B
rot @ = j(M). (5.7)

Et div rot @ = 0, siis on ka pooriseid kirjeldav vektorvali ; allikavaba:

div j(M) =0 (5.8)

ja seega on vali j(M ) ka solenoidaalne, st leidub selle vélja vektorpotentsiaal ff, nii et

—

a(M) = rot A(M). (5.9)
Vektorpotentsiaali A jaoks saame siis vorrandi
rot rot A = grad div A — AA = j. (5.10)
Viimast vorrandit saab lihtsustada, kui arvestame, et
rot grad u = 0.

Seetottu algne vektorvali @ ei muutu, kui lildame vektorpotentsiaalile A otsa gradiendi
suvalisest skalaarviljast grad v (vektorvélja rootor on médratud gradiendi tédpsusega).

A— A" = A+ grad v. (5.11)

Viimast teisendust nimetatakse kalibratsioonteisenduseks. Selline vektorpotentsiaali
meelevaldsus lubab talle peale panna tadiendava kalibreerimistingimuse: me voime
nouda, et vektorpotentsiaal oleks allikavaba

div A =0. (5.12)

Kui esialgne vektorpotentsiaal A ei rahulda kalibreerimistingimust (5.12), siis valime uue
potentsiaali A*, nii et div A* = 0. Kui skalaarvali v rahuldab Poissoni vorrandit:

Av = —div fT;«E 0,

siis imberkalibreeritud potentsiaal A* on allikavaba. Kui vektorpotentsiaal A rahuldab
kalibreerimistingimust (5.12), siis saame vorrandist (5.10) Poissoni vorrandi vektorpo-

tentsiaali A jaoks: .
AA(M) = —35(M). (5.13)

Allikavaba vektorvali on naiteks magnetvali. Magnetvalja tugevus H on miaratud vek-
torpotentsiaali kaudu: H = rot A, rot H = pgj, kus j on voolutihedus. Vektorpotentsiaal
A rahuldab seejuures Poissoni vorrandit (5.13).
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5.3 Vektorvalja maaramine allikate ja pooriste kaudu

Vaatame iildist tilesannet - on teada vektorvélja @(M) allikad ja poorised (divergents ja
rootor), médrata tuleb vektorvali a(M).

div @ = p(M), rot @(M) = j(M), (5.14)
lisatingimus
div 7 = 0. (5.15)

Vilja @ voime otsida kujul
a(M) = a(M) + dx(M), (5.16)

kus

St d; on potentsiaalne ja dy on solenoidaalne. Valemitest (5.3) ja (5.10) saame siis
a(M) = —grad u(M) + rot A(M), (5.17)
kus

Au(M) = —p(M),
grad div A(M) — AA(M) = j(M).

Kui kasutame kalibreeritud vektorpotentsiaali, st div A= 0, siis saame ka vektorpotent-
siaali A jaoks Poissoni vorrandi:

Poissoni vorranditele konstrueeritud lahendid on ilmselt iihesed. See on saavutatud tanu
monedele varjatud eeldustele: punktallika vali on tsentraalsiimmeetriline ja lopmatuses
null; loplikku ruumipiirkonda V' koondunud allikate ja pooriste korral on skalaarne ja
vektorpotentsiaal lopmatuses nullid. Nende eeldustega on valistatud suur klass allika-
ja poorisvaba vialju - konstantsed vektorvaljad.

Vektoranaliiiisi pohiteoreemi: iga pidev ja diferentseeruv vektorvéli @(M), mis on
maaratud kogu ruumis ning 1opmatuses, saab nulliks koos oma divergentsi ja rootoriga, on
tiheselt esitatav poorisvaba (potentsiaalse) vektorvélja d; (M) ja allikavaba (solenoidaalse)
vektorvélja da(M) summana (5.16).

5.4 Naide poorisvaba vektorvalja leidmise kohta

Poissoni vorrand, millele taandub skalaar- ja vektorpotentsiaalide arvutamine, on 2. jarku
osatuletistega diferentsiaalvorrand. Selle lahendamine ei kuulu antud kursusesse, aga
vaatame iihte lihtsamat naidet. Olgu meil vektorvali, isoleeritud allikaga punktis P.

N q N
M) = 5.18
a( ) 47r7’§3MTPM’ ( )
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q - allika tugevus, selle vektorvalja potentsiaaliks on funktsioon:

q
AT T onr

u(M) =

Kasitledes ruumielemendis dV ( P) asuvaid allikaid punktallikana, tugevusega o( P) dV (P),
voime esitada Poissoni vorrandi lahendi kujul

47r/// — (5.19)

kus on sisuliselt summeeritud koigi elementaarsete punktallikate tekitatud potentsiaalid
punktis M. Ilmselt saame ka pooristega j(M) mééaratud allikavaba vélja vektorpotentsi-
aali, mille iga koordinaat rahuldab samuti Poissoni vorrandit, esitada selliselt

- ﬁ /// ‘i (:4 Jav(p). (5.20)

Valemid (5.19-5.20) on vilisest sarnasusest hoolimata erinevad. Kui l&heme piirkonnaga,
tile mille integreerime, punktiks (V' — 0), siis annab valem (5.19) punktallikale vastava
potentsiaali. Valemis (5.20) ei anna selline lihtne piirprotsess midagi, sest

j/}dvz 0.

Tépsem késitlus néaitab, et ka valemil (5.20) on isoleeritud “punktpdorist” kirjeldav
piirkuju

— ]_ 5 5
A(M) = = T’3PM m X Tpwm,
kus
1
5/// PQX] Vo
i

on konstantne pooriste momendi vektor.
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6 Vektorarvutuse alused Minkowski aegruumis

6.1 Vektoralgebra pseudoeukleidilises ruumis. Pohimoisted.
Lorentzi teisendused. Vektorite ko- ja kontravariantsed ko-
ordinaadid

Siiani vaatlesime ruumi eraldi ajast. Fiiiisikalist protsessi ruumis iseloomustas matemaati-
line objekt - punkt ruumis. Protsesse iseloomustab lisaks asukohale ruumis ka ajahetk.
Matemaatiliseks objektiks, mis kirjeldab reaalset protsessi ruumis ja ajas, on stindmus,
mida iseloomustab 4-vektor - siindmuse kohavektor. Selleks, et saada ajakoordinaati di-
mensiooniliselt samasugusena kui ruumikoordinaati, korrutame teda konstandiga - valguse
kiirusega vaakumis -c.

Seega, (Minkowski) aegruum on 4-mootmeline vektorruum, selles on maksimaalselt 4
lineaarselt soltumatut vektorit. Vektorruumi baasis on 4 baasivektorit. 4-mootmelises
aegruumis on vektorite skalaarkorrutisel samasugused omadused kui kolmemootmelises
ruumis ithe erandiga - (a,a) ei pea enam olema mittenegatiivne. Vektori ruut (skalaar-
korrutis iseendaga) voib olla nii positiivne, negatiivne kui ka null, isegi siis, kui vektor pole
nullvektor. Samamoodi ka vektorite a ja b skalaarkorrutis voib olla nii positiivne, negati-
ivne kui ka null. Sellist skalaarkorrutise tingimust rahuldavaid vektorruume nimetatakse
pseudoeukleidilisteks ruumideks.

Pseudoeukleidilises ruumis pole voimalik valida ortonormeeritud baasi. Lihtsaim baas
on nn galileiline baas, mille korral ruumiliste baasvektorite e, ez, ez skalaarkorrutis
iseendaga on 1, ajatelje baasvektori eg korrutis ruumiliste baasvektoritega on null - ege; =
0,7 =1,2,3 ja ajatelje baasvektori skalaarkorrutis iseendaga on -1. Sellised skalaarkor-
rutised voime panna kirja jargmise maatriksi A abil:

-1 0 0 O
0 1 0 0

H=(ey,e) =00 = 0 0 1 0 (6.1)
0 0 0 1

Vektorite indekseid tahistame edaspidi jargmiselt: kui tegemist on vaid vektori ruumiliste
koordinaatidega voi kui indeks tahistab ruumilist baasivektorit, siis on indeksiks ladina
taht, nt ¢ = 1,2, 3. Kui indeks on kreeka taht, siis moeldakse selle all koiki koordinaate,
pw=0,1,2,3.

Kuivord vektorruumi baas pole ortonormeeritud, siis teisenevad vektori koordinaadid eri-
nevalt baasvektoritest. Selle erinevuse rohutamiseks kirjutame edaspidi vektori koor-
dinaatide indeksid iiles, baasvektori indeksid alla. Summeerimisel kasutame Einsteini
kokkulepet noudes, et iiks indeks oleks all, teine iilal. Siis voime aegruumi 4-vektori a
(ilma vektori mérgita niiiid, vektori mérgiga esitame vaid 3-ruumi vektoreid!) esitada
baasi {e,} kaudu jargmiselt:

a=ad'e,. (6.2)
Vektorite a ja b skalaarkorrutis avaldub siis (6.1) kaudu jargmiselt:
(a,b) = (a"e,, Ve,) = a"b"n,, = —a’b’ + a'b' + a®b* + a’b’. (6.3)

Vektori skalaarkorrutis iseendaga on siis

(a,a) = —(a")* + (a')" + (a®)* + (a)*. (6.4)
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Siit on néha, et see pole alati positiivselt madratud. Kui (a,a) > 0, siis nimetatakse
vektorit a ruumisarnaseks vektoriks, kui (a,a) < 0, siis ajasarnaseks ja kui (a,a) =
0, siis isotroopseks ehk valgusesarnaseks vektoriks.

Kahe siindmuse M = (cty,x1,y1,21) ja N = (cto, X, ya, 22) vahelise kauguse 4-ruumis
voime analoogiliselt 3-ruumi juhule esitada jargmiselt: NM = (cty — cty, 29 — 1, Y2 —
Y1, 22 — 2z1). Juhul, kui (NM,NM) > 0, on need kaks stindmust pohjuslikult seotud, kui
(NM,NM) < 0, siis mitte.

Sindmuste A = (a%a',a? a?®) ja B = (00", 0% b%) vahelist kaugust 4-ruumis
iseloomustab intervalli ruut:

s (A, B) = — (0" —a")? + (b* —a')? + (b* —a*)? + (b* —a®)? = —(b° —a®)* +7*(A, B), (6.5)

kus r on siindmuste A ja B vaheline (3)-ruumiline kaugus.

6.2 Lorentzi teisendused

Teisendusi, mis viivad iithe galileilise baasi {e,} teiseks galileiliseks baasiks {e, } nim
Lorentzi teisenduseteks. Analoogiliselt 3-ruumi juhuga on ka Lorentzi teisendused
madratud teisendusmaatriksiga L = (L}). St me voime kirjutada:

ey =Lye,. (6.6)

Margime, et erinevalt 3-ruumi juhust kirjutame siin teisendusmaatriksi vana baasi indeksi
tiles, uue baasi indeksi alla. Kuivord nii vana kui ka uus baas rahuldavad vordust (6.1),
siis saame teisendusmaatriksi jaoks tingimuse

Mo = Ly L, (6.7)

mille voime kirjutada ka kujul H = LHL”, kus LT = (L#). Siit saame veel det L = +1,
arvestades, et det H = —1.

ON teisendused moodustasid teisenduste rithma (parisortogonaalteisendused), milles kahe
ON teisenduse jarjestikune rakendamine andis uuesti ON teisenduse. Kui det L = 1
(L), siis nim teisendusi paris-Lorentzi teisendusteks ning antud teisendused moodustavad
ka teisenduste rithma - kahe paris-Lorentzi teisenduse jarjestikune rakendamine annab
taas paris-Lorentzi teisenduse. L_-riithma teisendusteks on naiteks aja peegeldus Jj ja
ruumiline inversioon on J:

1 0 0 0 -1 0 0 0
0 -1 0 0 0 1 0 0
J = 0o 0 -1 0 | Jo = 0 01 0
0 0 0 -1 0 0 0 1

Teisendused, mis jatavad muutmata ajatelje tihikvektori on tegelikult 3-ruumi ON
teisendused ja need voime esitada jargmiselt:

g@:<é 2). (6.8)

Ka kolmruumi teisendused moodustavad Lorentzi rithma alarithma.
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6.3 Vektorite ko- ja kontravariantsed koordinaadid.

Vaatame veel 4-vektoreid ja nende esitusi koordinaatkujul erinevates galileilistes baasides
(teisenevad vastavalt e, = LV,e,):

/ /
a=a'ey =a" LZ/e,, =a"e,.
Siit saame teisenduseeskirja 4-vektori koordinaatide jaoks:
v _ wyv
a’=a"L,. (6.9)

Baasivektorite teisenemiseeskirjas viis maatriks L vanalt baasilt uuele, siin vastupidi -
uuelt vanale, siin toimub summeerimine tile maatriksi L reaindeksite (valemis (6.6) toimub
summeerimine iile veeruindeksite). Objekte, mis teisenevad nagu baasivektorid nim
kovariantseteks, objekte, mis teisenevad nagu vektori koordinaadid nim kontravari-
antseteks.

Leiame ka vektori koordinaatide teisenduse vanalt baasilt uuele. Selleks korrutame seost

(6.9) paremalt Lorentzi teisenduse poordmaatriksiga L', elementidega (L~1)%:

v

a’(L~HY = a“/LZ,(L_l)”/ = a“léﬁ: =a”. (6.10)

v v

Maatriksiga H méaratud 2.jarku tensorit (6.1) nim meetriliseks tensoriks galileilises
baasis. Maatriksi H = 1), poordmaatriks on ta ise, st

H'=H, HH '=1,

kus I on iithikmaatriks. Arvestades summeerimiskokkulepet, peab pocrdmaatriksi juures
kirjutama indeksid iiles:

H' =" ja 0™ =nu. (6.11)
Seega voime ka kirjutada
" = 05 (6.12)

Maatriksi elemente n*” ja 1, voime kasitleda kui 2.jarku tensori ko- ja kontravariantseid
koordinaate. Meetrilist tensorit kasutades saame esialgsele galileilisele baasile vastavusse

scada tema kaasbaasi {e"}:
el =n"e,. (6.13)

Vektori koordinaadid kaasbaasis avalduvad siis:
a=a'e, =a,n"e, =a,e". (6.14)

Analoogiliselt vektoritega voib tensoreid (ja pseudotensoreid) esitada ko- ja kontravari-
antsete voi segakoordinaatide abil. Naiteks 2.jarku tensor

S=5"e,®e, =S,e'®e =5, ®e".

Levi-Civita pseudOtensor 4-ruumis defineeritakse jargmiselt. Kontravariantsed koordinaa-
did:

. . 0 1 2 3
—1)\P
v { (—=1)?, kus p on substitutsiooni <,i N V) , paarsus (6.15)
0, kui vahemalt kaks indeksit on vordsed.
Seega e”1%% = 1, g0123 = 7007117227337 = —1.
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Ulesanne 141 Naidata, et Lorentzi teisendustel, mis jatavad ajatelje uhikvektori eq
muutmata, kditub J-vektori (a*) 0-koordinaat a® skalaarina, koordinaadid a' 3-vektorina.

Lahendus. Vastavalt valemile (6.8)

1 0
L = k AAT =1

3) ( 0 A ) g us )
voime Lorentzi teisendused, mis jatavad ajatelje muutmata kirja panna jargmiselt:

a’ = a’(L7H)Y  ehk
Y=t (3,0 ) = @),

J

S
=
Il
~—
S
<
Q@
N~—
|
—
S
o
S
<
~—

Siit on néha, et a” = a° ning o’ = a/(a!)} = ala’, st tSepoolest kiitub 4-vektori
0-koordinaat Lorentzi teisendustel, mis jitavad ajatelje muutmata (ehk 3-ruumi ON-
teisendustel) skalaarina ja a’ 3-vektorina.

Tihti tahistataksegi 4-vektorit nii: a = (a°,@) = (—ay, @).

6.4 Lorentzi teisendused (jiatk), Galilei teisendused

Ulesanne 142 Leida Lorentzi teisendused, mis jatavad vektorid ey ja es muutmata, kuid
sailub vektorkolmiku €7, €5, €3 orientatsioon.

Lahendus.  Otsime lahendit analoogilisena 3-ruumi pooretele, mille saime esitada
poordenurga ¢ kaudu. Oletame, et ka otsitava Lorentzi teisenduse voime esitada mingi
parameetri x abil, kusjuures teisendus y = 0 korral jatab baasi muutumatuks.

Et ey jadb muutmata, saame seosest ey = ZQfL e,

kust saame L) = I, = l,; = 0, I,7 = 1. Analoogiliselt I,) = I} = ;3 =0, ;7 = 1.
Kirjutame niiiid vélja seose (6.7):

Mww =LJFLyve.  ehk  H=LHL"

-1 0 0 0 LY LY 0 0 -1 0 0 0\ /Iy ¥ 0 0
0 1o of LY LY 00 0 1 00| ¥ 0o
0 0 1 0 0 0 1 0 0O 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1
Korrutades viimase avaldise lahti saame jargmised seosed:
(I5)* = (@) =1, (1) =) =1, i — 1y =0. (6.16)
Tingimusest det L = 1, saame lisaks seose
W =Y =1, (6.17)
Seostest (6.16) ja (6.17) saame jargmised vordused: § = 11 ja I}’ = (. Niiiid voime
votta parameetri x sellise, et
1Y =1V =ch y, IV =1 =sh y, (6.18)
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x —x

mis rahuldavad seost ch ?x — sh ?y = 1. Hiiperboolne siinus sh y = % ja
hiiperboolne koosinus ch y = #. Otsitav teisendusmaatriks on seega
chxy shxy 0 O
L, = S%X %ﬁﬁ? 8 (6.19)
0 0 0 1

Ulesanne 143 Olgu tegemist kahe galileilise baasiga {e,} ja {e,}, kusjuures uus baas
liigub kitrusega v vanas baasis vektori e, suunas (v'-telje suunas). Erirelatiivusteooriast
tuntud Lorentzi teisendus seob omavahel koordinaadid

, ot
1- 5
v z! + vt
= ,
02
T2
2 = a2 (6.20)
= b

’

Niéidata, et see on kirja pandav maatriksi (6.19) abil a* = L¥a”. Votke th x = 2,

14 C
/ / ! / !
arvestage, et 2° = ct. a¥ = (2%, 2!, 2% 23), ¥ = (2%, 2V, 2% 2¥).

X

1
Lahendus. Leiame esmalt ——— avaldise sh y ja ch x kaudu. th xy = iﬁ N

= <, siis

sh2x_ch2x—sh2)(_ 1

v
l-—=1—-th?y=1 = = ,
c? X ch %y ch %y ch %y
1
=ch x.

2
v
1-=

Teisalt,

h
:thx-chX:S—X-chX:shx.

J1_ 2 ch x
2

(6.20) esimese vorduse voime ntiiid kirjutada jargmiselt:

ct rl?
2 =t = + ¢ — =2%h v+ a'sh y.
-4 ~- 4

Analoogiliselt saame (6.20) teise vorduse jargmiselt:

, ct® xt
= +
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Maatriksite abil voime niitid Lorentzi teisendused (6.20) kirja panna jargmiselt:

z” chxy shxy 0 0 20
2" | |shx chyxy 0 0 x!
22 || o 0 10 o
¥ 0 0 0 1 z®

mis ongi seos (6.19) pikalt lahti kirjutatuna.

6.5 4-gradient, 4-rootor, 4-divergents

Gradiendi, divergentsi ja rootori kasitlemisel tuleb silmas pidada, et stindmuse koordinaa-

did (kohavektor) on kontravariantsed suurused z#, st 2° = ct, 2! = 2,22 =y, 2° = 2.
. . . : 0 : .
V-operaatori on koordinaatideks on osatuletised Pk Vaatame, kuidas teisenevad
x
Lorentzi teisendustel V-operaatori koordinaadid. Selleks arvestame, et z¥ = x“/LZ,. Siis
saame 9 5 5 5
'rV
=== (6.21)
ox# Oz Oz " oxv

Seega teisenevad V-operaatori koordinaadid Lorentzi teisendustel kui vektori kovariantsed
koordinaadid ning teda on loomulik esitada kaasbaasis

V(4) = e“VH, V# = —. (6.22)

Gradient skalaarist u 4-ruumis on seega vektor kaasbaasis

0
grad (U = V(4)U = 8—;{;6“' (623)
Gradient vektorist Dav
a
grad (4)3 — V(4) Ra= axﬂeu X ev. (624)

Divergents on gradiendi ahendamine, kusjuures iiks indeks on kovariantne, teine kontra-
variantne (vt Einsteini summeerimisreeglit 4-ruumis - iiks indeks alati iilal, teine all!).
Seega on divergentsi leidmisel iiks indeks tuletise kontravariantne indeks, teine tensori
(vektori) kovariantne indeks. Divergents vektorist on seega

) dat
div (4)3_ = (V(4), a) = % (625)

Rootori defineerimiseks tuletame meelde rootorit 3-ruumis. 3-ruumis seati vektori gradi-
endi grad @ antisiimmeetrilisele osale

o 1 ('3aj _ 8@2-
a[lﬂ N 2 8351 all'j
6ak

Levi-Civita pseudotensori abil vastavusse pseudovektor koordinaatidega rot ;@ = ;5 =—.
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4-ruumis talitame analoogiliselt. 4-ruumis on Levi-Civita pseudotensor 4.-ndat jarku,
seega on tulemuseks 2.jarku pseudotensor

0(1)\

0 VKA
rot 1(4) =gt % (626)
4-ruumis divergents rootorist
da?
di t wa)’ ="t _—2_ = 6.27
( IV (4T0 (4)&) OrHOLr ( )
Divergents rootorist 4-ruumis on 0-vektor!
Samamoodi on ka rootor gradiendist 4-ruumis 0:
0%u
v o__ VKA _
(rot (gygrad 4" =" e

6.6 Diferentsiaaloperaatorite fiitisikalisi rakendusi 4-ruumis

Esmalt vaatame allikavaba vektorvalja tingimuse div @ = 0 iildistust 4-ruumis:

. 19a"
div wa = -y +diva=0. (6.28)

Selle fiitisikalise sisu leidmiseks integreerime seost (6.28) iile ruumipiirkonna V' ja ajava-

hemiku [ty to]:
t t
1 0, 2 o
—/dt///—adV+/dt///d1vadV:O.
c ot
t1 \4 t1 14

Kasutades Gaussi teoreemi, saame
t 2
+/ dt//c‘i dS = 0. (6.29)
to
t1 S

% Z//aOdV

a

St ajavahemiku [¢y, t5] jooksul kompenseerivad suuruse % muutus ruumalas V ja vektori
c

d voog ruumalast V' 1dbi selle darepinna vilja teineteise. Defineerides vektori j# = (cp, 7),

kus p on laengutihedus (elektromagnetismis elektrilaengutihedus), j - voolutihedus, annab

seose (6.29) ja seega ka (6.28) laengu jadvuse seaduse.

Jadvusseadustena saab tolgendada ka (6.28) sarnaseid seoseid tensorite jaoks, néiteks

0
div ()T = =T =0, .
vaT=o0 0 (6.30)

Laplace’i operaatori A = div grad iildistus aeg-ruumi on d’Alembert’i operaator [J:

o,

= = 77"“/— =
0"0, orov
1 02 0? 0? 0?
= == 31
c? 0%t * 0w + 0%y + 0%z (6:31)

O = (V,V)=div ggrad



Laplace’i vorrandi iildistus aegruumile on lainevorrand

10%u 0%*u 0*u 0O%u

Ou= ——
“ 2 0%t - d*x * 0%y - 0%z

=0.

6.7 Aegruumi Minkowski esitus

4-mootmelise aegruumi esimese kasitluse andis Hermann Minkowski. See on pisut teist-
sugusel kujul. Aluseks on voetud eukleidline ortonormeeritud baasiga eukleidiline 4-ruum.

{e,} = {em,es} = {e1,e2,e3,e4}, kus (e, e,) =90, (6.32)
Ajatelje iihikvektor Minkowski aegruumis on eg = iey, siis

a = da'e,=aey+de; =ia'e,+a'e; = a,e,, (6.33)

st ay =1ia’, o™ =a,,

Sellest lahtudes voib defineerida diferentsiaaloperaatorid ka Minkowski aegruumis.

ou ou l @

grad (4)U = a—xue# = a—xiei i at, (634)
0
div o = a—;/’:. (6.35)

Rootor vektorist Minkowski esituses on 2.jarku pseudotensor, mille komponendid on
jargmised:

) da, Oa
(ot @a)en = 5enruw (8—% — (%’:) : (6.36)

Lisatilesanded

Ulesanne 144 Galileilised baasis on antud vektorid a = (a") = (2,1,—1,1) ja b =
(b") = (—1,—-1,0,1). Selgitada, kas need vektorid on aja-ruumi véi valgusesarnased ja
kas nad on omavahel ortogonaalsed.

Ulesanne 145 Leida sindmuste A = (2,3,—1,2) ja B = (2,—3,1,2) vahelise intervalli
ruut.

Ulesanne 146 Ndaidata, et kui kaks sundmust toimuvad samas ruumipunktis, kuid er-
inevatel ajahetkedel (null-koordinaat on erinev), siis on need sindmused pohjuslikult seo-
tud.

Ulesanne 147 Naidata, et kui kaks sundmust toimuvad samal ajahetkel erinevates ru-
umipunktides, siis ei saa need stindmused pohjuslikult seotud olla.
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Ulesanne 148 Leida sindmuste B ja C vahelise intervalli ruut, kui sindmuse B asuko-
hta 4-ruumais kirjeldab vektor b = —4eq + 3es + leg ja C' asukohta vektor ¢ = 2e; — 2es.
Kas siindmused B ja C voiwvad omavahel pohjuslikult seotud olla?

Ulesanne 149 Niidata, et suurused a, teisenevad teisendustel analoogiliselt baasivek-
toritele.

Ulesanne 150 Naidata, et Lorentzi teisendustel, mis jatavad ajatelje thikvektor: eq
muutmata, kdaitub 2.jarku tensori (TH) koordinaat T skalaarina, koordinaadid T ja
T S-vektoritena ja T™" 3-tensorina.

Ulesanne 151 Leida 4-divergents kohavektorist.

Ulesanne 152 Leida 4-divergents j-vektorist a = (2°)2eq + 22x3e; + 221%e;.
Ulesanne 153 Leida 4-gradient skalaarviljast u = 4ctr?® (pseudoeukleidilses 4-ruumis).
Ulesanne 154 Leida J-vektor, mis on risti vektoriga a = 42%y — z%e; — 42%ey + 2%e5.

Ulesanne 155 Minkowski aegruumis on antud vektor d = —3eqg + 2e; 4+ 3e; — e3. Vektor
k = aey + be! + ce? + 2be3. Leida konstandid a,b, c, kui on teada, et vektorid d ja k on
ortogonaalsed.

Ulesanne 156 Leida 4-divergents vektorviljast a = (z' + 2% + 23)2%, — % (z')%e; —

z
x—lo(xl)zeg — ILO<1Z1)2€3.

Ulesanne 157 Leida 4-gradient skalaarviljast u = (2°)2 — (21)2 — (22)% — (2*)2.
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7 Koverjoonelised koordinaadid

7.1 Uldised koverjoonelised koordinaadid

Vaatame taas eukleidilist kolmruumi. Punkt M on maaratud 3 koordinaadiga, Descartes’i
ristkoordinaatides x, y, z abil. Analoogiliselt Descartes’i koordinaatidega voime punkti M
ruumis maarata ka mingi teise koordinaatsiisteemi abil. Olgu meil defineeritud punkti
koverjoonelised koordinaadid iildise muutujate vahetuse abil:

u=u(x,y,2), v=uv(z,y,2), w=w(z,y,2). (7.1)

Funktsioonide u, v, w kohta eeldame, et nad on pidevad koos esimest jarku osatuletistega
ja jakobiaan

( ) Jdr Oy 0z

D(u,v,w) | 0v v v

T =Dy |ow oy 0:|7" (72)
ow ow Ow
or Oy 0z

Siis kehtib koordinaatide z,v, z ja u,v,w vahel iiksiihene vastavus ja leiduvad iiheselt
méaaratud funktsioonid

r = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w). (7.3)

Pindasid u = ¢y, v = ¢o, w = c3, kus ¢y, o, c3 on konstandid, nim koordinaatpindadeks ja
koveraid, mis on iga sellise koordinaatpinna loikejooneks, nim koordinaatjoonteks. Kui
koordinaatpinnad loikuvad taisnurkade all, siis nim koverjoonelist koordinaatsiisteemi or-
togonaalseks.

Olgu ¥ = ze, + ye, + zé, punkti M ko-
havektor. Siis voime vordused (7.1) kirju-
tada jargmiselt: 7 = 7(u,v,w). Koordi-
naatjoone u (v ja w on konstandid) puutu-
javektor punktis M on

wW(X,y,2)

- Jr Ox oy 0z
=9 W ey
oo™ T e Y u(x, y,2)

Analoogiliselt saame madrata puutujavek-
torid l:, ja fw.

Punkti M labivate koordinaatpindade nor-
maalivektorid on gradiendid:

V(% ,2)

M, = grad u = %é’z + Z—Zé’y + %éz. (7.5)

Samamoodi voime leida 77, ja 1,,.

Jarelikult saab igas punktis M iildiselt {iheselt médrata 2 vektorkolmikut (Descartes’i
ristkoordinaatides langevad nad kokku). {l,,1,,1,} on koordinaatjoonte puutujasihilised
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ja {7, My, My} koordinaatpindadega risti. Uldjuhul pole need vektorkolmikud ortogo-
naalsed ega normeeritud (kuigi neid saab lihtsalt normeerida), kuid

Muly  =Toly  =Tply =1 B B (7.6)
ﬁul'u = _'ulw = ﬁ'ulu = ﬁvlw = ﬁwlu = ﬁwlv =0

Vektorkolmikuid, mis rahuldavad tingimusi (7.6) nim kaaskolmikuteks.

Rakenduslikku huvi pakuvad eeskatt ortogonaalsed koverjoonelised koordinaadid, mille
korral on koordinaatpinna normaali ja koordinaatjoone puutuja vektorid paralleelsed ning
vektorkolmiku vektorid omavahel risti:

Tu 11 Ly o T Loy T 11 L Tuity = Rufte = foite = 0 (7.7)

Descartes’i ristkoordinaatide baasi saab iihest ruumipunktist teise viia lihtsa nihke abil.
Sellist baasi nim globaalseks baasiks. Koverjooneliste koordinaatide korral on igas
ruumipunktis méaaratud lokaalne ON baas.

7.2 Gradient sfaarilistes ja silindrilistes koordinaatides

Punkti M sfaarilised koordinaadid (r, 9, ¢) ja silindrilised koordinaadid (p, ¢, z) on ristko-
ordinaatide (x,y, z) kaudu méadratud jargmiselt:

r=+z2+y?+ 22, 9= arccos;, o= arctan,% p=\zx>+y (7.8)

Uleminekuvalemid silindrilistest koordinaatidest ristkoordinaatidesse:

T = pcosy
y = psing. (7.9)
z = z

xr = rcospsind

y = rsingsind. (7.10)

z = r cos ¥

Lokaalse ortonormeeritud baasi vektorid
voime maéaarata gradiendi kaudu, naiteks

d
€p = gy Saab néidata, et lokaalse

lgrad gl T
ON baasi vektorid koverjoonelistes koor-

dinaatides on

— ]' — — —
€T — ;(ex _'_ ey + ez); y
I ]
€ = —(xé& +yéy),

p
o L o
€y, = ;(—yex + zé,) (7.11)

&= Lo i) = Lleae 4 yee, — (22 4 2 7.12

g—p(zer Tez)—zp[aszex+yzey (" +y7)es]. (7.12)



Korvaloleval joonisel on toodud sfaariliste koordinaatide lokaalse baasi vektorid.
Leiame niitid gradiendi sfaarilistes koordinaatides:

Oudr Oudd Oudp\ Judr O0udld Oudp\
grad u = (Ea_x + %% + a—gp%>€x + (Eﬁ_y + a—ﬁa—y + %a—y>€y +
(210 0000 Dude,
ordz 090z 0pdz/) ~
Leides seostest (7.8) vastavad osatuletised ja arvestades seoseid (7.11), saame gradiendi
avaldise sfaarilistes koordinaatides

rad u = 8u€ +18_u€ 18ue —%5 +1(9_u€ —l——l %5 (7.13)
& ar T e T 50, T o T a9 T reind g ¥ '
Silindrilistes koordinaatides
1
grad u = %5 Ous g (7.14)

ap P + ;%690 + aez.

7.3 Divergents ja rootor sfaarilistes ning silindrilistes koordi-
naatides

Divergents sfaarilistes ja silindrilistes koordinaatides avaldub vastavalt jargmiselt:

10 1 0 1 0

iva = _— 1
div 72 Or oy () + rsin ﬁaﬁ(smﬁaﬁ) * rsinﬁ@@%’ (7.15)
10 10 0
diva = ——(pa,) +—-——=—a,+ —a,. 7.16
Rootor sfaarilistes ja silindrilistes koordinaatides vastavalt:
rot @ = ! 0 —(sinda,) — 0 —ay | € —l—l lia — 2(m ) ) €+
~ rsing \ 0V Y )Ty Vop  Or 7 v
1 /0 0 S
+ (67“ (TCW) o ar) €p, (717)

L Oda, Oa,\ da, Oa\ 1/0 da,\
ot = p(f% aaz)eﬂ+(8z 8p>€”p(ap(”%> aw)€Z'(7'18>

Laplace’i operaator sfaarilistes ja silindrilistes koordinaatides:

2
Aspu = Lo ( 8u) +—1 £<Sm196u) —I——1 % (7.19)

r2 or or r2 sin 9 OV oY r2sin? ¥ 092’
10 ou 1 0%u  O%*u
Ay = -— -+ — 2
it p0p (pﬁp) 207 52 (7.20)
Lisatilesanded.

Ulesanne 158 Leida Au, kus u = zr® (tegemist on 8-ruumiga,).
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Ulesanne 159 Leida 4-vektor b, mis on risti vektoriga a = 2eq + 4e, — 2e5 ja et
(b,b) = 0.

Ulesanne 160 Avaldada skalaarvili u = 2(2? + y?) sobivates koverjoonelistes (kas silin-
drilised voi sfddrilised) koordinaadid ja leida Au.

Ulesanne 161 Avaldada skalaarvili v = i(ﬁ + 4% + 2%) sobivates koverjoonelistes (kas
silindrilised voi sfadrilised) koordinaadid ja leida Au.
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